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1..0. 6. J. Jacobi, formula transformationis integralium definitorum. 1 


1. 


Formula transformationis integraliıum definitorum. 
(Auctore C. G. J. Jacobi, prof. ord. math. Iegiom.) 





1. 


Est theorema notum et maximi momenti, evoluta functione U secundum 
cosinus aut sinus multiplorum anguli x, coüöffiecientes evolutionis determi- 


nari per integralia definita 
2 x TE a R 
/"UVeosix.de, vA Usinix.dzx. 


Ouorum integralium valores cum semper per quadraturas certe inveniri 
possint, habetur methodus generalis, eiusmodi evolutiones peragendi. 


Evolutio si bene convergit, valores integralium erescente z rapide 
decrescunt; quod quomodo fiat, facile intelligitur. Pro maioribus enim 
numeris 7, valores functionum sub signo positivi et negativi rapidius se 
excipiunt, seque inyicem maiorem partem destruunt. Hinc autem nasci- 
tur quoddam methodi incommodum; valorem enim quantitatis perparvae 
quaesitum determinandum esse videmus per diflerentias quantitatum magna- 
rum, Quo incommodo in astronomicis determinatio magnarum in aequa- 
litatum maxime preimitur. 

Casu speciali, quo evelvenda proponitur expressio 

1 
V(l—2acos2-+ a?) 
prodidit olim ill. Legendre ingeniosam integralium, quibus co@fhicientes evo- 
lutionis exhibentur, transformationem, qua incommodo illi obveniatur. Quae 
continetur formula 


m" cosix.dx — 2 sinia.dx 
o Viil—2acose+a?) " I. Vil—a?sin’x)* 
Integrale transformatum ductum est in factorem constantem par- 


vum @'; praeterea etiam sub signo invenitur factor parvus sin” x; ita uf, 











si integrali transformato quadraturas applicas, valorem integralis parvum 

invenis ut summam quantitatum positivarum parvyarum; quod calculum ex- 

peditum et idoneum suppeditat. Putabat ill. Legendre, illam transforma- 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XY. Hit. 1. F 


2 1. C. G.J. Jacobi, formula transformationis integralium definitorum. 


tionis formulam unieam sui generis esse *). Sed incidi nuper in formulam 
generalem, qua, proposita evolutione functionis in seriem secundum cosi- 
nus multiplorum anguli procedentem, integralia, quibus co&fficientes evo- 
lutionis exbibentur, transformantur in alia, in quibus sul signo loco cosi.x 
invenitur factor sin” x, et loco functionis evolvendae 2" eius differentiale, 
secundum cosx sumtum. Si functio evolvenda est plurium angulorum, 
ex. gr. x, y, transformatione alteri variabili post alteram adhibita, inte- 
gralia duplicia, quibus co@fficientes evolutionis exhibentur, commutantur in 
alia, in quibus loco factoris cosZx cos!’y invenitur factor sin” x sin”y et 
loco functionis differentiale eius, Z vicibus secundum cosx, i’ vicibus se- 
cundum cosy sumtum. (@uae eiusdem generis est transformationis for- 
mula, atque illa olim ab ill. Legendre proposita. Rem sequentibus expo- 
nam et variis exemplis illustrabo. 








> 
Designantibus 7, 2 numeros integros positivos, habentur formulae 
notae: 

I 
1 f gel u 2m—1.2m —3....1.22—1.2n—3...1 n 
° MmEcos"xc.de = z - - - r Du 

n me x ' 2m-+2n.2m-+2n—2...2 2? 

7T TT 

2 IF 
2. r cos?" x cos?na.dx = (—1)” sin" xcosInx.dx 

o v0 

1 2m.2m—1....m+n+I1 x 
- m. 1.2...m—n 23 
7 TE 


ap) z 
3. $ cost gcos An ti)x.de = (A"f sinmtizsin(2n-ti)e.dx 
oO 0 
1 2m+1.2m...m+n+?2 
gm 1.2....(m—n) u 
Formulas duas postremas amplectitur unica sequens, quae valet, quoties 
p—i numerum parem positivum designat: 











a p+ti 

y 1 p-p—1.... D) +1 

4. f cosPxcosix.dae = —. L. A 
Pe ? 1.2.18 


y, 


— 


quam formulam etiam sie exhibere lıcet: 








*) Fonct. ell. T. II. pag. 536: nous saisirons cette occasion A demontrer une 
? * . ° 
formule assez remarquable et qui parait ne se rattacher a aucune autre formule du 


meme genre. 
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1. C. G. J. Jacobi, formula transformationis integralium definitorum. 3 














i u ET ET R 
A _P-Pp p 1 P P 22.28 
J. N 2.4.6...pti '7> 
unde e (1.) prodit formula: 
7 . v — Lo... —i 1 7 Br ® . 
5. / cosPxcosix.dc = P — = er En sin” x cos"x.dx. 
oO ® .... 20 « o 


Quae formula ut etiam pro numero p—Zimpari valeat, utrumque integrale 
a 0 usque ad = extendamus; quo facto pro impari P— utrumque eva- 
nescit. Designantibus igitur p, i numeros positivos Integros, erit 


Te 0} . ug” .... —i 1 nr . 27 , 
6. / cos’xcosix.dxe —= EP 1 = ’r sin’zcosf"x.dx. 
1. «Vo ose Ks /o 


3 
Supponamus, ipsius 3 functionem f(z) secundum positivas integras 
ipsius 3 dignitates evolvi posse, evolutamque fieri: 
J(z) — 2 A,.2"5 
ponamus porro cum ill. Lagrange 


a2 Ir — fü ) (2), 





unde 


erit e (6.): 
I S(eosx). eosiz dı = 34, / cos xoosiz dx 


1 jr ® i . e 
..(2i—1) V. dzsin"zZp(p—1)....(p—i+1)A,008’"x, 


Pa) = Erp NY... pt AT; 





sive 
m 1 Re. a 
T. / f(cosx).cosixdx — — — \ Sf" (cosx).sin"x dx. 
Jo ’ 1.3....(2i—1) © 
Quae formula integralis definiti transformationem propositam suggerit. 


4. 
Formula (7.), antecedentibus inventa, etiam demonstrari potest ope 
lemmatis, per se memorabilis: 
„Difjerentiale (i—1)tum ipsius sin""x, secundum cosx sumtum, 


„fieri 











y—1)! 1 Idee l27—1). _—, 
„sive, posito co8x—=x, haberi 
2i—1 


dit(1—22) © — (—1)711.3.5...(27—1) 


sinZı „ 
2 dzı 4 ar 








1 * 











4 1. C. G. J. Jacobi, formula transformationis integralium definitorum. 


Quod ut demonstretur, observo, posito 


p=atbz+cz, g=b-H+Ncz, 

haberi generaliter: 
n(n—1) cp , n(a—1)(n—2)(n-—3) c?p? 
r—n-+1'g? + (r—n+1)(r—n+2).2" g* 
+ n(n—1)(n—2) (n—3)(n—4)(n—5) c?p? 

(r—n-+1)(r—n-+2)(r—n+3).2.3° g° 
‚Ch. Lacroiz Trait® du C. d. T.I. pag. 183. Unde substitutis valoribus: 
p=ırib: Fei=l— sn’, y=—l!z=— 200, c=—l, 

2i—1 





dr.pr I+ 


zu r(r—1)....(r—n+1) p""g” 








provenit: 

















: , 5 >1.i-2 . i-1.i-2.i-3.i-4 .y r 
—1)11.3.9..(2i—1 [cos txsine—: cost ?x sin?a —— COS Pr sin’Ln 
(+3) \ ) DE Wehubs 473.45 . 
sive per formulas notas trigonometricas, 

il 
d-11—z2) 2 ; # a sinix 
8. IT eu, 


4 
quod demonstrandum erat. 
Demonstrato lemmate, formula (7.) facile probatur integratione per 
partes, Z vicibus repetita. Quoties enim functio aliqua ww eiusque dilleren- 
tialia usque ad (—1)tum in limitibus integrationis evanescant, notum est, 


haberi integrando per partes: 
d'v ; d’w 
EDEN — ): U Fe .dz. 
Jw.d:= (N Jv55 


Unde posito 


2 
v=)](z), w=(1—z), 


atque integratione a —1 usque ad +1 extensa, prodit 
23i—1 
a—l Ru, vu 


DIPE 0 0 ae !* In 2 
/ f"(z (i— 2°) 2 ds = -NY/, fe)‘ ( r .dz. 
ST 
Zi 
Ipsum enim (1—z?) ? eiusque differentialia usque ad (—1)tum in 
limitibus = — I, s= +1 evanescunt. Differentiata autem (8.) secundum 


2, habemus. 





ee] —.ds = (—1)71.3.5....(2i—1)cosix.dx, 


Unde posito s=cosx, formula antecedens abit in sequentem: 








i 
> 


Tage: 





j 
a 











1. C. 6. J. Jacobi, formula transformationis integralium definitorum. 5 


I" I® (eos) .sin'rde = 3.5....(2?—1)/ "loose). cosix de, 


quae est formula proposita (7.). 

Demonstratio antecedens nil supponit, nisi quod functio f(cosx), 
eiusque differentialia usque ad z'"" intra limites integrationis assignatos non 
in infinitum abeant; neque illa supponit, quod prior demonstratio, functio- 
nem f(cosx) secundum dignitates integras ipsius cosx evolvi posse, Ad 
quem igitur casum formula (7.) non restringitur. Unde, posito (cos) 
— cos’x, patet, formulam (6.) valere etiam si p non sit numerus Inte- 
ger, dummoado p>ı. 

>. 


His iungimus considerationes sequentes. Statuamus brevitatis causa: 


2:0: 
I, um a TR 





erit e (7.): 
ya a) .siniac dx 


B;. S freos®) cosixdz =/ ac 


Unde cum, designante A constantem unitate minorem; sit: 


1 1 1 | cu 5 lie "EcHr 
rare tyra —= 1-+-B,hcosc+B,h’cos24+-B, h’cos3.&...», 


invenitur per theorema Taylorianum: 


N dxflcos x) Hr - ar err en] =” f cos A 2) au. 


Quam formulam etiam sic exhibere licet: 


1 f?” f(cosx)dx ae“ 
10. 3), Vie = sles=+ ") de. 


Formula (9.) etiam e transformatione indefinita deduci sickast, Posito enim: 























hsın? x 
eosn = 008x + — —, 


— 





sequitur 
y(i—2cosy+7) = 1—hcosz, 
unde 
YyA—2hcosy+A)— (i—hcosn) = uni e F 
De (ma aequatione, extraetis radicibus, provenit haec: 
vA—her-)—_ yiA—her) — —hsiney—. 


Qua ducta in y(I—her)+-y(i—he"/-), ac divisione per 3 facta, 
prodit: 


2siny = sine[y A—her)LyY(i—h ev], 








6 1. ©. 6. J. Jacobi, formula transforınatiönis integralium definitorum. 
lamı dilferentiata aequatione proposita, naneiscimur: 
siny.dy = sinx[1—hcosx] dx. 
Ex antecedentibus autem fit: 
sinn 1 1 
sin. [1— hcos x] a V (1—heY-t) Fe 
unde videmus, pos7to 





























ın2 
1l. c0o87 = cose + En 
fıer! 
1 

12, de=-| . — + 1 lv; 

| - IYli—het)  VYil—ney) 
ideogue etiam 

, r Ahsın? x 1 1 1 
13. /Ikcos + de=—/f cos) | Ja». 
. - ) 2,7) 10081 V (1—heıY 1) Tanne i 

Quoties / unitate minor, crescente x a 0 usque ad 7, expressio cosxc + ee 
inde a 1 usque ad —1 continuo decrescit; quippe cuius differentiale 


— sinx|1—/ cosx] valorem semper positivum servat; unde simul etiam 
angulus 7 a O0 usque ad 7 continuo crescit. Hinc patet, in formula (13.), 
altero integrali a O0 usque ad 7 extenso, etiam alterum a O0 usque ad 7 
extendi. Quod formulam (9.) suppeditat. 

Observo adhuc, e formulis traditis 

v(i—Rhecosy +4’) = 1—hoosz, 
vu—heY)—yi—he’) = —hsinzy—i, 

sequi: 
heY- 


. / 
h y er 


14.  [—y(-heYlı+ Ya—he’)] 
A+yY(—het]—y(—he/-1] 
E formula (12.) habetur integrando expressio anguli x: 


, l a | 1.3 A?sin?n 1.3.5 A’sind7 
. , — Ay m N P - aäsa 
a8. un — 4 j ) ° h sın? 2.4 . 2 4 2) 4.6 . 3 — 


Idem etiam deducitur e theoremate Lagrangiano, data aequatione 
—z-03=(, 


!.(ge) wa , d’.(ga)wue , d’.(gaytwy'« 
I, ai af, | ‘ r%)\‘ f Aa nn 
% ss = WG Dax Ü de 9.3dar 2.3.4de? 


Ouippe e qua serie, posito 


\ 








fier! 











h(1—:?) 
Yz=arcoss =, Pp=— 775 


et advocata (8.), formula (15.) provenit. Vice versa e formula (15.) per 
theorema Lugrangianum ipsa’ (8.) deduci potest. 
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1. C. G.J. Jacobi, formula transformationis interalium definitorum. 7 


6. 
Ut de formula generali (7.) deducatur formula supra eitata, ab ill. 
Legendre condita, 








rn cosix dx ni sin’ da 
Jo Vll—2awscta?] °/,VI|l-a?sin®x]? 
ita agere licet. 











Posito h 
J(cosx) = [1I— 2a cosx + 0°], 
habetur zn 
fi (cos x) iz 5) 2 Ba 2 

13... in UÜl—2ecose+e] °, 

unde e (7.) fit: Fur 
16 TE cosixr dx a gi ” sin’ dx 
P) er ee 2i+l w 

A nn. . [l—2acosc-+a?] ? 

Iam posito 
sin 


17. sin y == 





V[l—2acosx-ra?]? 
obtinetur, quae nota est transformatio integralium ellipticorum Landeniana: 
18. ARE FTUESERE.; 
V [1—.a® sin®y] Vli—2acosx-+a?]’ 
Limites ipsius x, ubi sunt O et 7, ipsius y quoque limites 0 et 7 haben- 
tur; unde e (17.), (18.) fit: 


f sinix de =" sin®ydy 
Jo or RUHE NE o V [1—a® sin®y] 
quod substitutum in (16.) formulam propositam suggerit. 

Data occasione adnotabo transformationem indefinitam, quae formu« 
lae Legendrianae veram indolem aperit. In qua demonstranda signis et 
notationibus, in fundamentis meis propositis, utar. 

Quoties f(u) est functio periodica, hoc est, quae valorem non mu- 
tat, aucto argumento z certa quadam constante, quam indicem periodi 


vocamus: integrale | 
vl (u)du, 


inter binos quoscunque limites sumtum, quarum differentia indici periodi 
aequalis est, eundem valorem servat, argumento 4 quantitate qualibet sive 
reali sive imaginaria aucto, dummodo intra limites integrationis functio in- 
tegranda non in infinitum abit. 
| Hinc si statuimus 























(u) = sin’"am(u) 


EEE 


8 1. 0. 6. J. Jacobi, formula transformationis integralium definitorum. 


erit, designante 2 quantitatem imagisariam Y—1, 


Binrpdp Rep: fr On „Lrge iK 
Je Var) JM am(u)du =/ sın am (k-+'5 —)du. 
Posito am(u)—9, am(e)—=«, habetur e theoremate Euleriano : 
cos@Aasinp--sinzcosyAp 


sinam(u--«e) = a R 








. . iK’ 
qua in formula posito @ = 3 


sine = 7 cosd = ve, do =y(i+%), 


eruitur 





‚ unde 





y ksin am (v +5 „)= ech mu 


(A-H-k)sinp _ 2Yk 
1--Xsin®p = siny, 1+% 


lam statuamus 





— 1, 


unde etiam 








cospyAp __ - I—ksin’$ _ x, 
1-+-ksin® BE iz 1-+-ksin? Run Aly, A); 


dp _ dı dıy 

Ag AHA A VILF2Ros2y+R]' 

Quae est substitutio, qua ill. Gauss exhibuit transformationem Landenia- 
num Aunctam bisectioni. Substitutis formulis antecedentibus, provenit 


“ K’ . , 
yiksinam (1 -- z) = ı1e"?, 








du= = 


ideoque 


[ent yo ee Bug an iK’ 
nytisin2 —= (— br /sin”" am (u +) du. 
Ja V|li-+? kcos?w4t rk? -k2] ( I: cn ur 2 ” 

Quae est translormatio indefinita, e qua pro limitibus definitis formula ill. 


Legendre Huit. 

| Cresvente enim u a OÖ usque ad 4Ä sive ® a O usquead ?7, etiam 
ı a O usque ad 27 crescit, inter quos limites evanescit pars imaginaria 
in sin?z\, ducta: unde prodit 


sin”"pdp ef" er 
. = — u)d 
 Vvı ei j i"am(u)du 





ar cos?2nwdw 
m. —# Pi sin’ 'am(u+5 7) = » VIIF?ReosTy+ r°]° 


vo 


quae formula posito = —a, n==1, in propositam abit. 
7. 





Formula 








; A ee u fr dasink 
0 VI e, da cos aa? ] Jo V(ii—a?: sin? x) 





EEE TEE EEE FREE RR 


























1. C. G. J. Jacobi, formula transformationis integralium definitorum. Ü 


commode adhibetur, si agitur de evolutione integralis 





Ai da cosıxc 

ü V|i—2a cosc+- a?] 

in seriem, quae pro magnis ipsius 2 valoribus rapide convergat. Nam cum 
sit e (1.) 























wi. an 1.352. il 1.35. nt 
% sin” x.co8”xdx = 46. er —, 
1.3... 2i—1 1.3....2n—1 
= 74..0.% 87462.2:44..2-p0n ” 
nec non habeaätur 
1 De 1 
V(il—a? sin?x)  V (1—a?-a:cos?) 











1 I 1 SEE 1.3 a*cos®x 1.3.5 a°®cos® x | 
va) 2' 1-a 2,4 1—a) 2.4.6 1a)" 
eruitur 





| I dx.cosix 
‘ Jo V [1-2acosc-+ a?) 











Wh a. a? 4-7 1.3 a“ 
1.35....il c.a! 2 "4+2'1—a? 2,4 Üi+2. ‚34 'A1-+a?)? at 
Te Vi) 1.3.5 1.3.5 as 





246° 2i+2.2i4+4.2i+6  (1—a?)? Te | 
quam seriem patet pro magnis ipsius Z valoribus celerrime convergere. 
Ill. Legendre invenit evolutionem generaliorem memorabilem, 


2. dx cosix 
o [—2acosac-+ a® ]” 





“ 


Er 


ee VRR. ı VLILE, En | 





n(n+1)...(n+i-1) 2.a \'rz. i+1 1-a? 12.41.42 "(1-a?)® + 
Fe er "(1-a?)" \(r+1).n.(n-1)(n-2)(n-3) a‘ 4 
1.2.3.1+1.i+2.143 Tate 
quam et ipsam patet, pro magnis ipsius 2 valoribus celerrime convergere. 
Quam evolutionem ut indagaret, ill. Legendre, explorato per artificium 
particulare primo seriei termino, assumpsit seriei formam sequentem 


F- dx cosix nn 

Be: ren 

Er n(n+i). 2. a AR ra! | ce | 
ga‘ A BR. "(i—a*)r Ir we r Eur 3 Tr i+1.:+2. 43 r 
ipsis ce‘, c', er ein a numero 2 non pendentibus. Quo facto per relatio- 
nem linearem, quae inter tres terminos P,_,, P;, P;+. intercedit, 


ı) 
GH) Pam TER ++ RP, = 0 
































terminos c', c’', .c‘'' cet. alios post alios determinavi. 
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Demenstrationem formulae (22.) fortasse magis. directam ope theo- 
rematis nostri (7.) obtines modo sequente. 

Posito 

J(cosx) = [1—2acosa + a’]” 
habetur 
JS? (cosx) = (2a). n(n+1)....(n+i—1) 1— 20002 + a ]"+) 

unde e (7.): 
e . cosix dx = ud a u, sinix dx 
2 f 20): Ik Peer 


“ (1—2acosc+a?)" 1.3...2:— 2a cosc + a? "ti * 











Ponamus y[1—2ecosz-+e’]=R; En =siny, erit 
sin dx ni? —1 

I1—2acos2-+a?]"t! ”” (2r—1)a 

quod inter limites O et z secundum utramque variabilem integratum, suggerit: 


Aa sin! da ER... [sin dR-ar-ı) P 
Jo [—2acos® +a?]"t  (2n—1)a Y' ” J- 


Evolvamus expressionem AT") secundum ipsius cosy dignitates ascen- 
dentes. Eum in finem observo, haberi: 








‚sind! yd. Ren, 








PR? — sin’x = (cos2— eo)’ = cos’y.R? 
ideoque cum sit 2e (cose—a) = 1—u"—R’, fit: 
V+-2acosyk = 1—a‘, 
Unde habetur evolutio quaesita *): 
24. R&D — [1—2o cosr + a?" 


























2n—1 acos} In—1 a?cos’y 2n—2.2n a?:cos’y 
— Via] 2m ityaasjt "ah >70 a aa x "YId-a?)®] 
Qn—3.2n—1.2n 1 as*cos*y | 
+ 2.3.4 "YId-a? )“] +... . 


Unde 
sin?-Iy dR-UD 


 (n—Il)a® dy 

ET 4 ke be nn £ 2n-2.2n a*cos?y In-3.2n-A2ntt a:cos?y I 
u 2 aa V (1-a®) ir "men 1.2.3 4 V [1-a*)?] PEN 
Qua expressione secundum y integrata a O usque ad 7, termini in pote- 
states impares ipsius cosy ducti evanescunt; pro reliquis fit e (1.): 














*) V. Lacroix Trait& de C. d. et i. Vol. I. pag. 286., ubi ponas loco «, f, 7, 
1 2n—1 





Yy, m, n expressiones 1—a®, 1, —2acasy, R?, EA 
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(2n—2m)(!n—2m-+2)... „antano sintiy cos?” dy 























1.2.3....2m 

__13..2i—1 ne (ntm—1) _ 

2.4..2i ° 1.2..m.it+1.i+2..itm 

1.3... —1 -n n—1i.n ca? n—? .n—1.n.n--1 a* 
ur 7 ROT: (1a) [+2 i4+1"1—a? T 12.i+1. a "(1—a?)? |. 
Unde 

" sin da —1 EREPUEE 5 ur Cu, 1.3... 2i—1 
Jo 1-2acsztaft — nd, ner dy Juc Aaaa 2.4... 2i u. 


quod substitutum in (23.), formulam (22.) ab ill. Legendre propositam 
suggerit. 
8. 
E formula (23.) facile etiam deducis Kuleri formulam memorabi- 
lem, Posito enim in (23.) 2x loco x, —a loco a, fit: 

















f" cos?ix dx BEBEIN.,. . .n+1.. ne „—20') sin!2x dx 
Jo [+2acos?2x-+a?]” 1. ae en 0 Uriastepopr! 
ponamus in altero integrali 
1—a 
Ita — tanz y, 
unde 
(1—a?)sin?x (1— a*)? 








= sin?2y; 1+2acos2xz-+e’ = 


(l—a?)dx di 
1+-2acos2cx ta? dy, 


1+2acos2xc-+ a? 1—2acos2y Ta? 





ideoque: 
nu cos?ix dx 


Jo [1+2acos2x + a?]" 


n.n-+1.... —1 (— 2a)! 7 AIG ER. DR SER: 
= une N, 1—2acos?2y-+ e’]"""sin”’2ydy. 


Posito autem in (23.) 1—nr loco n, prodit 
j [1— 2a cos?2x + a’]"""cos2ixr dx 


no (A—1)(n—2)....(n—i) 20" 1— 2a cos2y-+ a?]"""sin2y dy, 


en .(2i—1) 


qua formula in antecedente substituta, obtinetur: 














[ cos?lix= dx 
[1+2ac0s2x-+a?]” 
—_ rn +l..n+i— =), 11—20c0s2x#+a’]""cos?ixdx, 


n—i. anee nn Far 





quae est egregia formula, in qua Eulerus olim multum occupatus erat. 
2 E 
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9. 
Sint &, 1, e anomaliae excentrica, media, excentricitas, unde 
WM = e—esine 
Cosinus aut sinus multipli anomaliae excentricae in series infinitas evolva- 


tur, quae secundum eosinus aut sinus multiplorum anomaliae mediae pro- 
cedunt: 


cosne = „+ 2p, cos +2 p, cos2u + 2p, cos3u-...» 
sinne —= sinu + 9, sin2ut+ 9 sn3u-t...> 
erit 
(i) IE BP u ce 
pe) == —f cos/ucosnedu = — / sin/u sinnede 
T/o ’ 17T ı o 


Te i ß ‚ . ’ ° - 
57: 2 de[cos(?—n)e— ie sine) — cos((i+n)s—iesine)], 


w= 





2 7E TE 

ne - . “ n ® 
sinzusinnzed Be fl cos/iwcosnade 

—S. 2 fr 2irt. oO Pr 


7 ” ‚. . . . . > n 
en Fr / deleos(!—n)s—iesine) + cos(+r)e—iesine)], 


10) 


quae integralium transiormationis integrando per partes obtinentur. Si 
eum il. Bessel ponimus 


» « 


g" r. - ] 
7). v®le—ksinedde—=T), 


ern 
n 


wu 


9 = Zen LI], 
ı Te iv 


Prout z par aut impar, habetur etiam 
2 RE ug Ce in 
IM = —/ cos (k sine) cos?ie.de — If cos (kcose)cos?ie.de, 


vw Jo 
it) (—1)\ 3 ‚9; 
no = = sin (Ä cose)cos(27+-1)e.de, 
er 0 


1 / Ro a 2 u 
= — j sin(ksine)su(I7-+-T)e.de = 
unde transcendentes 7”, 7° sumt coöffiecientes evolutionis ipsorum 


Pa} 





7T/o zT 


cos (k cose), sin(# coss), secundum cosinus multiplorum ipsius e institutae, 


cos(kcose) = I? — 22T” cos2e + 2 IP cos4e—2I/Pcosbc+.... 
sin(kcose) = 2ID eose— 2 I” cos3e +27 00858 —.... 


Sı cosinus et sinus multiph anomaliae mediae secundum cosinus et sinus 


multiplorum excentricae evolvendi sunt, ponatur 
cosiu = KÜHN cose + Ik coste +2 co83cet.... 
sin/u = dgine+ MPsinle+ Msm3e+...., 
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erit 
kÜ — z -S. "cosiwcosne de = 1 Is. "defeos{@—n)e—iesine)+cos((@+n)e—iesine)], 
ID — wi sinzu sin NE ds = —— -/" de[cos((—n)e—ie sine) —cos((i+r).—ie sine), 


sive 
kÜ 
n 


1 . ® 

{ pn 
1 +] = 4, 
9 — rm) _I) — 2 D, 
n 1c 1€ 


Transcendentium 7 naturam variosque usus in determinandis integralibus 


definitis exposuit ill. Dessel in commentatione celeberrima de perturbatio- 
nibus, guae a motu solis pendent (Acad. Berol. ad a. 1825). In qua de- 
monstravit, functiones 7”, ZP, IP, IP, .... omnes per duas ex earum 
numero lineariter exprimi. Unde patet, cognitis co&fficientibus evolutionis 
ipsorum Coss, sing, secundum multipla anomaliae mediae institutae, co@fli- 
cientes evolutionis ipsorum cosne, sinze ex lis lineariter determinari. Eae- 
dem transcendentes cum in theoria motus caloris obveniant, etiam viri 
illustres, qui de calore egerunt, varias earum proprietates passim adno- 
taverunt. 

Sed his missis factis, transformemus integrale /® per formulam (7.). 
Cuius ope, posito respective f(z)=cos(kz), f(z2)=sin(kz), eruitur: 

Kai 


i ı " . em - « 
z.I® — N / cos(kcose)cos?ie.de = — cos (kcoss)sin"e.des, 
k [0] 1.3.9... et o " 


ö . IT u 2 a vr u N ut 
Jr (—1 f sin(kcose) cos(Ui--1)e.ds = ; / os’ keoss\sint2e.de 
= k \ e Oo ( ) + ) , 1.3.9.4: +1. o u " ” 7 1 € & 


unde, sive 2 par sit, sive impar: 
- Ri r 
Je — /. f x g\ ein ‚de 
e.2 13. 3721 /, ©08(k cose)sin”e.de 


Quam transcendentis /{” expressionem et ipse ill. Bessel (l. c. form. 53) 











per artilicia partieularia demonstravit. 


10. 


Addam exemplum de integrali duplici transformando, quod et ip- 


sum in astronomicis ufile esse potest. Sit 


d'it"f(y,z) 
diy d'z ” 


si post differentiationes factas ponitur y=cosz, z2=cosx': obtinetur e 
formula (7.), variabilibus x, x’ alteri post alteram applicata, 





F" (cosx,cosx) = 
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44 "T 
23. [ / S(cosx, cosx’)cosixcos!x’dx dx‘ 
“ fa) « VO 


1 " ” v4 . 4 “ 77 
N Te SEE I JS"? (cosr, cosx’)sinx sin” x’dx. 
Over <i—L.1 Voss: <i Li / 0 o 


Sit 





J(cosx, cosx’) = [+2 !’cosx +21" c0sx’]”, 


96, HE cosix cost’ da da’ 
JoJo [l-F2! cos +21 cos x’]” 

== (-2) + zii n(n-H1\(n-+-2)... a A Mi sinx sin!’ dad’ a 

1.3... i 1.1.3.2 /—1 aa RFORR 
Sint duarum planetarum orbitae circulares, radii @, :@’, inclinatio Z, ano- 
maliae %, ©. Quarum planetarum distantiae reciprocae nta potestas evol- 
venda proponatur secundum multipla ipsorum P+9, 9— 9’; quae sit 
evolutio 


erit e (25.): 











1 





| -— —— = 8p,,005(P—P')cosi(p+PN), 

[a®— 2aa’ (cos cos’ cos1 sin $ sing’) + a'?]? 

summa extensa ad numeros Z, 2’ et positivos et negativos a — © usque 
. n 

ad --x. Posito — loco 2, porro 

l=a’+.”, VP=—acoo3l, "= —oaosn!l, 9—Y' =x 


G+V=x,, 
erit e (26.): 


vo 1 a cosir cos! a’ dr dx’ 
ur. 2... m 3 ; - 
is Ji 2 a r ä 1 3 a I j x z 
0 cosc-+-sin 7 c08% ta’ 


la —laa (cos _ 











2 
n(a+2) (nt... In 2ih2i—2) ige zit Mi Tainie 
— ——— :& @ «COS 21 sın“ ı7 
13.971739 1 u 24x 
{ im mn sin! sin’ dxdx’ 
n° I I y ti+i‘ 
PB a? — 220’ (cos? — co8x + sin? ze) +a”] 


Quae posterior expressio, cum et ordinem co@ffhicientis p;,, bene manifestet, 
et, si computus per quadraturas placet, commoda sit, in perturbationibus 
usu) esse potest, si inclinatio, uti in recentioribus planetis, maiuscula est. 


11. 
Formula (7.) etiam adhiberi potest, valori integralis / U cosi@dY 
determinando, si / in infinitum crescit. Quae poscitur determinatio, ut, 


evoluta U in seriem secundum cosinus multiplorum ipsius ® procedentem, 
de convergentia seriei indicari possite Transformato enim per (7.) inte- 
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P14 7T . : 
grali proposito / Ucosi®d® in formam / Ysin”"P9dY, huie pro 2 inli- 
nito determinando applicari potest methodus Laplaciana pro integralibus, 
quae sub signo integrationis magnis exponentibus afficiuntur, proxime de- 
terminandis. 

Sit ex. gr. 





2 cosixdx 
u = /, [! +27 cos a]" ? 
erit e (7.): 


% n(n-+1)....(n+i—1) ni fl sin? x i dx 
a 1.3... (2i—1) (22) or 12; [E21 cos] " 


Quaeramus valorem maximum expressionis, sub siguo integrationis ad 2" 
dignitatem elatae, quae, posito cosx =y, fit 


ie  imyt 
I+2l’ cos» ” IH+2/y° 
Cuius differentiali = O posito, fit 
= yl+2YHrAd-p) = l+yHry, 
unde prodeunt duo ipsius y volores,. 
L—1+V(F 41°) 
Km 27 d 
quorum productum cum sit =1, alter unitate absolute maior erit, alter 
absolute minor. Posterior eligi debet, cum y=cosx ideoque unitate ab- 
solute minor; qui valor, si, quod supponimus, / positiva, radicali positivo 
respondet. Habetur autem pro valore illo 





























Byte EV) 2 
I+20y  Iy+2ly* Be 21? — ITVve 9) 
qui est valor maximus quaesitus. Differentiale secundum expressionis 
1-y? _ 42 I I 21y 





BETZ 121 217 BET Tee 
respectu ipsius y’ sumtum, fit pro valore ipsius y assignato, 
m _—4v* . —2 
a2» — Ver)" 








Unde posito: 
— —i+Vvmw—4) 08€ 








lt 2v Vi’ 
provenit: 
Rare u 2 BE N... 
if27y Ve vmeantvaeten 


ideoque pro Z infinito: 
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| . _ uva) 
Teran pn BEE SEHE Pu 1a 
I+21'y i+V (1? — 41°) 
Porro fit pro zZ infinito: 
de En —dy (errzc RB_ap -"Eoaı 
I!+217 cosx]" v(i—y?:)(I+27/y)" ..n 2 an ). Vi’ 


Integralis limites pro 2 infinito sumere licet a — & usque ad + x; inter 
«uos limites habetur 

















— 


er 14V (1? 41?) 42 


I+Y (1? — 41?) s y+« a u je 12 
( 2 J.. e ya de = yY(P—4l®)ye. 
Quibus omnibus substitutis, prodit pro 2 infinito: 


n.n-+-1.. eb lem PEBRN| —4/V iı/m 
u u = = u Ir] vr. 
Si statuitur / =1-.0, er a, u e (28. ’ 


Be n.n-H1.. „Ri ( sı/z 
0. 1 kn ya 2oyE. 


Eadem expressio habetur e Ka ill. EN (22.): 


0 ge rienlitig en. 




















Utraque (29.), (30.) inter se comparata, prodit pro Z infinito 





. 1.3....2:7—1 1 
3l. Dan * ehe 
quae IN allisüö nota est formula. 
12. 


Quaeramus iam valorem duplicis integralis 


=/ $: cosixcos/a dx dx‘ 
(121 cosa-F2 1 cosx’)” 
primum, si alter numerorum ;, :’ infinitus; deinde, si uterque in infini- 
tum abit. 
Sit igitur 2 infinitus, 7° finitus; ponendo Z-++2/”cosx’ loco / in 


(28.), obtinemus: 


Bein n+i—1 ER un f” [+27 cosa’)—41°] *? oosi’a’da’ 
E 1.3... 21 —1 2 ; [/ 











+21" cos’ +YV ((+21 cos’)? — 41°)" 
EEE sub signo integrationis ad 2" dignitatem elatae valor maxi-« 
mus respondet, sigkidem /” positiva, valori &=7. Posito igitur x’ = 


! 
v. 


fit 
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I+- 21 c0os0’ + yY Id + 21" cosr')’— 417] = 
a 2 Va - 2er] vo ar 
BR. [2 „in „at m 24. 2 
21" +y[da—20’—41°]+ Va aR iv 
Unde 


1 +21" cose’ + Y((!+ 21" 60x)’ — 41°)] 
Tr 42 
= 1— 2" 4 v(d— 2% —41R)j-ie veumar? ale) 
Cum 7 sit alter limes integrationis propositae neque ulterius x’ extenda- 
tur, Iimites respectu ipsius Z erunt OÖ et o. Facta integratione, pro 3 in- 
finito, i’ finito j 
[ r cosircosUx’ dx dx’ 
se. +21 cos +21’cosa/]" — 
2n-1 
ei —1) ip 5 „ati! st ua)? —40?] R ( 4 ), 
=. 7 Ken | 9; vv" -U'+YV ((- -UN2 -41'2) 
siquidem /'’ positiva aceipitur. Numerum 7’ videmus in valore apposito 
tantum signum afficere. Eandem formulam e (31.) etiam sic repraesen- 
tare Jicet: 






































33 u | 2 1.2.3.. al! cosix cosU/a’ dx dx‘ 
u. Ei Te n.n—+1.. HT o [+2 cos» +2 cos x’]" 














2n—1 

_ (elle r ) 

Te 4 ayım I— 21 -LY(d—21y?— 412)/ * 
Si 2’ eiusdem ordinis est atque y 7, ponatur 

!’ 
ur: 

. f} » u . . 1 u. 
quae erit quantitas finita; fit cosı'x’ — cos’ (m) = (—1)" cosrt. 
Unde cum habeatur nota formula: 

»% Vn . r? r2 > 
4 —-arttı __ » 0 723 —a212 
1f = € = 
J dtceosrte pr e 





( 
alter« pars aequationis (32.) vel (33.) adhuc multiplicanda erit per 
—r? Y(ıl-aley2 412) 





£ 4lt e 
/ a 
I . ” u 
lam ad alterum casum pergamus, quo — quantitas finita. 
13. 


Sit igitur R: = r quantitas finka: per formulam (23.) invenimus (26.): 


= / ” cosz cos’ daedxr' 
os [+2 cosc-+: 29" cos] 











(dt n(n-+!)... „tnsg2 es ef u: ( sin® oc sin?”’ ac’ dxdx' 
. 1.3... i— 1.1.3.2 —1 o Mi+2Vcos&= +21”cosa’)!t7/ [+ Wcosact 21’’cosa’ Tr * 
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Sit cosx# = y, cosx”= z, ac quaeramus expressionis 
sin? cc sin?” ae’ _  A-y2)(1— z?)r 
+2 cose +2 ltcosar]+ — TFTFY E27 ZFr 

valorem maximum. Expressione et secundum y et secundum z. differen- 
tiata, et dillerentialibus nihilo aequiparatis, prodeunt aequationes: 

a4, JUrni+ ytt-nly = —2l'yz, 

IU+nNi’+rlz— ton 2= —2rl'yz; 

a quibus ıpsarum Y, = valores, qui expressionem propositam maximam red- 
dant, petendi sunt. Quibus inventis, habetur, si ex aequatione priore 
eliminas, sive e posteriore y: 


IH 2 yH2lz— - 4 nr (Z = 
ideoque valor maximus quaesitus: 
2 (1—y2)(1— 2°) —_1\H 7 ; 
39. Fer Bl = I) Irrchl, 
Observo, quod natura problematis poscit, aequationis (34.) alteram in alte- 
ram abire, permutatis /’ et /'‘, y et z, simulque posito n loco r. 
Sint y=a, z= b valores quaesiti; erit e (34.): 
a./l+ (lIHr+(tI—r)a’)’ + 2ab.l = 0, 
rb.l+2rab.!"+(l+r— (1—r)2’)l'’ = 











#) m — (i+r)” 1—z? 


E 
r zZ 





unde: 





14a? 1+b: — (I br 
[7 ; 14 ——— . * 
36. 1:1] > 2 — 1 . ed 1 b®’1 a? 4 b**” 


Quibus aequationibus si pro datis ipsorum a, 5 valoribus satisfit, iisdem 


etiam pro valoribus eorum reciprocis satisfieri patet. 
In locum formulae (36.), aceito multiplicatore p, substituamus 











aequationes 
1-+a? 1-+-D? —a __ —br _ 
satt. _gs=Prh | > p!', im =", 


unde posito 
Fe eyt4p)=A rev t+4prW)—B, 
se 
A+B= p.l! 
qua aequatione per {—B multiplicata, fit: 
pl(A—B) un mil +42 (1° 1%) 
unde 


2pl.A= 1—r +p[2!+4121—41V',, 
2pl.B= (—r)+p[l!+417 +41", 
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Quarum aequationum alterutra ‚quadrata, prodit: 
= (1—r’— 214) —4A1—r) U’ U’—I'UN]p’-+HE.p‘, 

siquidem brevitatis causa ponitur 

E= (+ U +UINHU IN HN) — 21), 
Integrale propositum ne inter limites integrationis in infinitum abeat, sta- 
tui debet, summam ipsarum 727’, 22‘ positive acceptarum ipse / minsrem 
esse; unde E semper erit positiva. Quo casu habentur ipsias p’ duo va- 
lores positivi, dati per aequationem: 








RaEe er... 2... der) _MHUVR 
E.#=M+ 2lyR, sıve pP — M—2Iy R — E ’ 


si br. c. statuitur: 
M—= A+r)il—4MA1—r’)/—1'1), 














R= rR.N-4A— Nr —ll), 
E formulis, quibus » 4, pB rationaliter per p? exhibuimus, fit: 
p:A __ _A—VR p:B __ rı—VR 
4—r? M—2IVYR? A—r" M-—2IVR? 
sive cum sit 
1—r? 





P= Vm-7rıVR)’ 
provenit 























TR I—-VR ERER »1—VR 
= T YI[M—2IYR]’ 7 YIm—21y. Al? 
unde | 
A— __ _ı1-VR-VIM- 21V R] 
er , Are Id r)7 e 
B—r _ rI—-—VR+rV[M—2ıYR] 
b = BT" 2(1— r?) 1" b) 
sive etiam | 
1 2V’p au 2(1—r?)7 
emo Zu TIiVRrVm av’ 
FE Apie. .a 2R 2(l-r2)W 
OT BEr TO VRrI+rV[M—RVR]' 


In expressionibus antecedentibus duo inveniuntur radicala, y/t et 
v[M—2!yR], e quorum dupliei signo quatuor prodeunt systemata va- 
lorum ipsorum «, b. In expressionibus autem A, B, p, a, 5 radicalia illa 
eodem signo accipienda sunt; quo facto valores eorum ‚correspondentes 
sine omni ambiguitate determinantur. 


Si radicalis „Y[M—2?y R] signuum in oppositum mufas, eodem ma- 


u, 48... . 
nente YA, abit » in —p, simulque @, 5 in —, 7. Quod patet e formulis 
3 # 
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ee I—VR ; ER 1 _ ___rI-VR 
1—a® " VIM—2IYR]’  . 41-b?77 0 vV[M—2IVR]’ 

sive etiam ex ipsorum a, 5 valoribus, cum sit 

M—R Ul—41—r)17, 

"M—R= rl — 41 nr) 11", 
Quantitates £, M, R semper sunt positivae; porro cum sit 
M’—4ll.R = (I—r?)’E, 

erunt expressiones M +2/y'R utraque positivae. Supponamus, quod licet, 


A 








7 
I . . * 
'=— < 1; sequitur ex aequationibus: 


R= N—-Ad—PJI +Arrr Ar, 
R= r+A- [RAIN Ha, 


esse 
T>/R>rl. 
Unde liquet, sı YA positive accipiatur, expressiones 
A m ira" I—V R DB=[r i+B° u Rt 








i—a® "VIM-ZIVR)’ i—5?  VIM-2VR] 

eodem signo aflectas esse, et quidem, si y[M—2/yR] positiva, utram- 
que fore positivam, ideoque utramque «, 5 unitate absolute minorem; si 
vIM—2!yRR] negativa, utramque 4, B fore negativam, ideoque utram- 
que a, b wmitate absolute maiorem. Porro, si yY'/i negativa, prout 
vIHM—2lyi] aut positiva aut negativa, fore aut 4 positivam, D nega- 
tivam, ideoque «@ unitate absolute minorem, 5 unitate absolute maiorem; 
aut 4 negativam, B positivam, ideoque « unitate absolute maiorem, 5 uni- 
tate absolute minorem. 


Sequitur ex antecedentibus, siquidem summa ipsarum 27’, 27’ po- 
sitive acceptarum ipsa Z/ inferior est, quod in integrali proposito supponi 
debet, semper dari systema et unicum quidem valorum y=e, =, 
unitate absolute mioorum; qui valores, si r<{1, quod supponere licet, ra- 
dicalibus YR, YI[M—2I/yR] positivis respondent. Eodem modo probatur, 
si r> 1, valores illos respondere Y positivo, YI[M—2/y’R]} nagativo. 


Valores ipsorum Y, 2, quorum in quaestione proposita usus est, 
. . > / 
unitate absolute minores esse debent, cum sit y=cosx, z= cosx. Unde 


expressio proposita 
sin? ar sin?’ nr’ 





[U 27° 6050 + 21” cosa’ [tr 
nonnisi urum maximum habet. Quod invenitur e (35.), si r<<1, 
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(4 r (2(1—r))!tr 
l—VR+V(M—21IYR)][V R—r?I-Y(M—21Y RR) 
utraque radicali positive accepto. 





==... 








Sir=1l, fit 
21 tar — ar z—4rv 24 
Peg. AR=TVE nA VE . 


Bun — 41V ai — 41V" Br 
—n+4rr —4rt"-YVE?’ OO n--4l/ +4’ VE?’ 
maximum quaesitum fit: 








2 
BTNZaT Ar LVE' 
Quaeramus iam valores, quos induunt differentialia secunda expressionis 
FR (1— y„?)1— :?)’ 
[+27y+ 272]? 

si post differentiationes ponitur y=a, z=Öb. Differentialia prima ipsius 
u habemus 

du __ — u Ay ee: Yur2.. 97... 

dy FIRE (1—y?)(!+2y-+21'z) [1+r)! + :) +(1 r) I Y + 2 y2]; 


du — u 


tr tr far eenikz hart yal 














hZ 


Quibus iterum diiferentiatis, cum pro valoribus substituendis y=a, z=b 
evauescant 

(1+r)! + Iy— (irn)! y’+2l'yz, 

(A1+r)+rl— (ir) +H2rlyz, 
prodit: 


du _ —2u[!+2(i—r)’/a+27 9] 

dy?  (l-at)(! +2 Va+21'0) ° 

tr —2ufri—2(1—r)l"b+2rla] 

— Ana (1—b?)(I +2 la +2") & 

d’u —4ul'a ver —4url!b 

Iydz (1—a*) (+2 /a+21"0)  A1— 5%) +2 a+21b)" 

Quae expressiones e formulis inventis abeunt in sequentes: 
d?ıs N — #[1+r— (1—r)a?] 
2dy* (1-+r)(1—a*)? 
du _, —urlihr+(-r)d®) __ 
7 7 A 5. 
d*’u ;  4urab - 

dydz d+r)1—a’)(I—d2) — 2uP 





























= — u, 














unde 
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‚ Pirna 2) -14r)a232] 
a Pr = (1-+-r)(1—a?)? (I 22)? 
ui (B-+r?A) pVR 
(d+r) (1—a®)(1— 02) (1-++r) 1—.a®) (1— 52) * 








Ponamus iam 








4 4 
ssr—=y=m— — a bu 
I van FF" 
erit 
sin? ac sin?” a’ u|1 per Ö 
IU+2 7 cose-+ 27’ cos] — ci vs]; 


unde pro 2 infinito 


| sin? oc sin?” «’ ]= sin® x sin?” » 
(U-F2V cos» +21 cosa)!tr U-+2Vcosc+2 cost =uw 
Fit porro pro 2 infiaito: 








om. [pp yt) 


da dx’ 
(+2 cosa4+-21" cos)" 
Bi N 1 datar prdtdt 
—T YIa— ar) 1—B))" (+2 a +20 Br GG a: :(14+-r)"V [(i-+a?)(1—22)]° 
Integrationis Jimites respectu ipsorum #, 2’ fiunt —» et +%; inter quos 
limites habetur 
Na: dt! emtent—p4ytn 7 m Er DV Kima’)(1— 39] 
. Vler—pp) Vp. VR 2 
Unde tandem pro z, :' oe evadit valor integralis 
cosix cos x’ da dx’ 
o f. o [[-F2Vcos2 +21” cosx']" 























./ 


, =. , 04 
si ı', i in ratione finita manent ——=r: 
I 











(— 4)iti ee arihE = 1 
.. 2 1.3. ea u. FT zen x 
 VMRIM—2IYR] ® 
2n—1 
ET BER ne Luis De yiypw 
[‘ —VR+ Y(M—RIYR)Y[V R—r: I-V (M—2IY R)]“ a 
ubı 
R= rII-4A-r)eIr—INN, 
M = AHANAUIT—1N, 


radicalibus positive acceptis. 
Factorem numericum .e (3.) etiam sic exhiberi licet: 
(—4t" nn +1)....(n+i+i—1) 
ee 
Yyiti na). „(nt+it+i—1) Yr. 


— | a 





Ts 





2. -# oooß. 1. A, 
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Casu speciali, quo 2=?, r=1, fit pro i infinito': 
ff cosircosix’ dx dx’ 
/oJo [I#+27cose +21" cosa’]” 
w. mb ne ml pipai 2 
?. Burnielehu...g ° mt "naar rVE 
E 4 








posito 
E = (1 - UV LI) ICH UN 2) U HIN 2V—2) 


Sı statuitur 
u 1a? En Nam —a Du —D 


1— a? 1—0?? 1a! ? 1—b?? 





fit 


ur _ _#-+a® 2) bi 4 (1— a? 23) 
NVA on VE=SU= m 


unde, designantibus a, b guantitates reales unitate absolute minores, 
habetur pro £ infinitor 
ne a8 cosix cosix’ da dx’ 
FF 1—2acosz ta: 1— 2b cos’ + b? 
oo | 21a) Tide) | 


_— a.n+I.n-+2....n+2i—1 er SE) ER 
Se ee A 1— a? b? ‚abıme 


Quae satis simplices sunt formulae. 


























14. 


Data occasione, addam pauca de integralibus 
cosix cost!a’ dx dx’ 
Ri [7-+ 27 cos +21 cos x’]" 
eorumque similibus; quae alio: loco' demonstrabo. Ac primum observo 
generaliter, quod est theorema' magni momenti, designante A functionem 


ipsarum Cosx, sinx, Cosx’, sinx’ rationalermw guamcumgue, semper poSi- 
tivam, integrali« 


JS, w% COSTX Cosi ge Br a cosixesn®a’dae da” 
fe Zr ; 
ES, sinix nz dx Er Pr siniasin!a’ da da 
SI, Ar 


pro diversis ipsorum i, i” valorıbus integris omnız per numerum eorum 
finitum lineariter exprimi. Et per eadem lineariter exprimuntur integra- 
lia ılla pro‘ exponentibus ipsius A a proposito: 2 numero integro quolibet 
differentibus, 
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Integralia 





ji FA cosix cos’ x’ de da 
[!-++27 cos&-+27 cos x’]" 
omnia per guatuor ex eorum numero lineariter exprimi possunt. Si 
A = a-+bcos&c-csina + cosx (a’+ b’cosxc + c’sinz) 
+ sin a’ (a’’+b'cosxz + c' sin. x), 


integralie 


E 4 : cosıir cost a’ da da Fi cosix sin! x’ da dx’ 
A ; ) 
2 JoJo Faly 


ep sinix cos!’ a’ da Be eg sinix sin!’ x’ da dx’ 
Ar oJo a } 


omnia per sepfern ex eorum numero lineariter exprimi possunft. Statuamus 
expressioni antecedenti ipsius A accedere duos terminos deos?x-+ d’cos?x', 
forma ipsius Z convenit quadrato distantiae duarum planetarum, per ano- 
malias earum excentricas expressae. Quo casu habetur theorema: 














„Duarum planetarum, guae In orbitis ellipticis moventur, distantia, 
„ad potestatem guamcungue elata, si in seriem infinitam evolvenda 
„proponitur, secundum cosinus ac sinus multiplorum anomaliarum 
„earum excentricarum procedentem: evolutionis coefficientes nu- 
„mero dupliciter Infinitae omnes per guindecim ex earum nu- 
„nero lineariter exprimi possunt.” 


CGasu, quo summa ipsarum 2/4, 27” 


€ F cosıx rosı cz! dxedzx’ 
+: 2 cos +21 cos 


2-21 cos ac’)? 


positive acceptarum ipsam / aequat, 
integralia 





revocare contigit ad productum duorum integralium ellipticorum, quorum 
moduli alter alterius complementum, Sint enim //, 7” positivae, /=/'£/", 
ac statuafur: 








u VE a 
“ TYOFF)FVT r JEHFMHY 
6 VER de av 








yet) aYrV’ 


invent, PEN .- 


v(r+1") +YVr ’ 











4 .3°...(2ie1l)’ f' gi cosiw cos! w/da da’ 
3 (+2) E * To „Ai zirl)SoFo [I+2Peoosc+2lcosa]! 





(Ir = - 1 %Ü 2% ‘2 219 
a ——— / sin? g,cos’gp[1l-x?sin* yiidp. ul g cos“ [1-#’*sin pP 2itgo; 
(£° z )T dr 
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quoties 2> '; 








#4 59.39. .f un [I cosi@ cos! a’dar da 
7 (GW RIF 3). —2/+1) Jo [U+ 2 cos + 27” cosa’]® 


Sun.) sen ? ai-2i %p,[1-4? sin? ya u ai pt -A25in2p] de 
vorm+VrJ, sin p.cos p.[1-4? sin? y P- N sin?“ cos?“ p[1-A’?sin?P dq. 





® 1—x . 
Cum sit A=-—— , modulus A e modulo »’ per transformationem Lande- 


i+x 
nianam provenit. Si 
5 a 
!+21 cosx -+ 21" cosx’ = 1+2a [cos 4 — 608% + sin’ 50052] + a”, 
eruitur cası quo «=1, 
1 
x = tang (45°—), ze tang-, 
1 1 1 BR 
777 “ Ace I? / “ Bi » 
Ver) +Y1l 1+sint Vve+)+Vi BEE 














Quae formulae casum RD quo duarum planetarum distantiae me«= 
diae a sole inter se aequales existunt. Quo casu evolutiones vulgares se- 
cundum inclinationis potestates dehiciunt, 

E formulis antecedentibus, quae satis difliciles indagatu erant, aliae 
multae et ipsae valde memorabiles Huunt; de quibus omaibus alio loco 
nobis agendum erit. Si z=?', duae prodeunt duplieis integralis reprae- 
sentationes per simplicia, quae per substitutionem 

c0o8P A(?1,Q) = sin?\), 
altera ad alteram revocantur, 
15, 

Si in formula (7.) substituimus loco sin”x eius evolutionem secun- 

dum cosinus multiplorum ipsius 2x, provenit: 


37. \, S(ecos&) cosixdr = 
Tre nr 
2.4.6...21J/ 5 JS" (eos) [12 2242.07 72 0088 —...|de. 


Ubi singula integralia rursus per eandem (37.) transformantur posito suc- 
cessive =2, 4, 6 etc., prodit 


2.4.6....2U/ "f(eosx)eosix de = 
; (i+2) 4 
2 dz|/ 9—N. : . z na. ige: 














Fi’ 
i.i—1.i—?2 20 ( ud nn H | 
+2 sFr zes er +3 cosdr— ;zc0s6x + 5500882) + we 


Crelle’s Jougnal d. M. Bd. XV. Hft.1. 4 
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Qua repetita transformatione pervenimus ad seriem infinitam, per quam 
integrale propositum repraesentare licet, 


38, [cos x)eosixdx = [az EP Bf LYfB —IFHOL....], 


} . 5:8 d”"f(z 
ubi f'”? designat ipsius rn valorem pro z==cosx, atque «&, P, Y 0, +..- 


sunt numeri constantes. 
Sit fz= cos(zz), Z numerus par, erit e (38.): 


914 
/ cos (x cosx)cosix dx 
’o 


ii, £prn " | 
= (—1)? ef dxcos(zcosx)[e + Pr +yr Hört ....]. 
Jo 
Sit /(z)=sin(xz), ! numerus impar, erit e (38.): 


FR sin (x cosx)cos!x dx 


0 


il , pr j _ R 
— ruf dx cos (zcosx)[e HB" Hy HI +...]. 


O 


Unde pro i sive pari sive impari fit e $.9.: 














R | | 1. 
39. + +yR Hört... —— 76 —— 
x I; 
42 4% 46 
. bnazm - ne : vn Ye Pur r R +... 
i 2.442 1724.4+2.23+4 2.4.6 3+2.2+4.U-46 
2.4.6....2i 1 2? 44 y° 








tz Pete 


de qua formula numerorum &, ß, Y, 0, .... determinatio peti potest. 
9. Juli 1835. 
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2. 


Uber den Ort sämmtlicher Resultanten eines der 
Drehung unterworfenen Systemes von Kräften. 


Als Fortsetzung der Untersuchung über einen Mittelpunet nicht paralleler 
Kräfte; Bd. 14. Hit. 4. 


(Vom Hrn. Dr. Ferd. Minding zu Berlin. ) 





|: den Formeln (73.), (74.), (75.) der Abhandlung 21. des 14ten Bandes 
kann man P° und P, gleich Null annehmen, also überhaupt >, 9, r als Sei- 
tenkräfte in drei beliebigen auf einander senkrechten Richtungen ansehen, 
deren Neigungen gegen die Kräfte unveränderlich gedacht werden. Wie 
schon früher geschehen, werde auch ferner der Anfang der Coordinaten 
so gewählt, dals sei: 


(O0 pr HH =0, 
134. VW = pp" tee Hr = 0, 
I" pp teuer rt” = 0. 


Der so bestimmte Anfang der Coordinaten soll von jezt an der Central- 
punct des Systemes genannt werden. Geschieht insbesondere die Zer- 
legung nach drei auf einander senkrechten Richtungen, von denen eine 
der aus allen Kräften zusammengesetzten Mittelkraft parallel ist, so wird 
p=1,9=0, r=0, also nach (134.) 7 =0, p"'=0, p''=0. Es be- 
deuten aber 2 = 2 überhaupt die Coordinaten des Schwerpunctes 


aller mit p parallelen Seitenkräfte ; folglich fällt der Centralpunct mit dem 
Schwerpuncte der der Mittelkraft parallelen Seitenkräfte zusammen. Dies 
ist aber im Allgemeinen nicht mehr der Fall, wenn die Kräfte nach drei 
nicht auf einander senkrechten Richtungen, von denen eine der Mittel- 
kraft parallel ist, zerlegt werden. — Die Gleichung einer durch den Cen- 
tralpunct senkrecht auf den Durchschnitt beider Mittel-Ebenen (123.) ge- 


legten Ebene ist: 
| 135. HFa+H'yHW"'"'z—=0. 


Man erhält aber, wenn aus (134.) p, 9, r eliminirt werden: 
pa r"—g"r‘) + g‘ (r‘' p'—.p‘'r‘'') + r’ (pP '—p' g'‘) —- 0, 
daher nach (114.), (119.), (120,): 
4 x 
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W'p+ W'"'p'4 w..n — 0, 
HH! g’ + Zi ln 3 / aa ad — 0, 
JE 'r' + HI"! 2 "rt = (. 


Die Ebene (135.) geht mithin durch die Schwerpuncte der mit p, 9, r 
parallelen Seitenkräfte des Systemes. Sie heise die Gentral-Ebene. 
Es ist klar, dals, wie man auch die Kräfte des Systemes nach irgend 
drei Richtungen, senkrecht oder nicht, zerlegen mag, die drei den paral- 
lelen Seitenkräften zugehörigen Schwerpuncte immer in derselben Ebene, 
also in der Central-Ebene, liegen müssen. Werden daher die Axen der 
x und y in dieser Gentral-Ebene angenommen, so ist p'=0, g"' —=0, 
r‘“—=0, oder überhaupt (79.) Z=0, Z’=0, Z’=0. Zugleich fällt 
dann die Axe der z in den Durchschnitt der beiden Mittel- Ebenen. 

Hinsichtlich der Lage dieser drei Schwerpuncte bieten sich die fol- 
genden Fülle dar: 

Erstens die drei Schwerpuncte fallen in einen einzigen Punet zu- 
sammen. Dieser ist dann zugleich der Centralpunet des Systemes; die 
Grölsen p’, p'', 9, 9°, r’, r sind mithin sämmtlich Null; zugleich ver- 
schwinden auch (77., 78.) X, X, X, Y, Y‘, Y“; folglich wird die Be- 
dingung /= 0 in jeder Lage des Systemes befriedigt, oder das System 
hat in jeder Lage eine durch den Centralpunct gehende Resultante. 

Zweitens die drei Schwerpuncte liegen in einer Geraden. Offen- 
bar werden sie dann immer in dieser Geraden bleiben, wie man auch die 
Kräfte zerlegen mag. Wird diese Gerade, in welcher sich auch der Cen- 
tralpunct befinden muls, zur Axe der x genommen, so verschwinden mit 
p', 9‘, r‘ zugleich Y, Y', Y“, daher die Bedingungsgleichung (60.) über- 
geht in: 

136. (IY’X—TIX')sin y sind + IIX’—T/X) + V’X— TXN)g=0. 
Zur Vereinfachung der Formeln nehme man 9 und r senkrecht auf der 
Mittelkraft, also p parallel mit ihr, so wird p=1,9=0, r=0, daher 
auch noch »—=0. Alsdann ist nach (76.), (77.): 

137. IN=sin), I=0, I'=cos1, 
138. X = (r’sinu—g'cosu)cosA, X — g9'sinu+r'cosu, 
X’ = (y'cosu— r’sinu)sinA. 
Zur Bestimmung der Mittel- Ebene erhält man sofort, nach (80.), (81): 

139. NM’=cosr=0, X’c0s9=0, A’cosysind=0, 

Ferner nach (90.), a !=—y, «=r ist, 
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140. (g’cosu—r'sinu) (r’cosu-+g’sinu) = 0, 
Iso entweder 
ur 141. co. r'cosu+9y'sinu = 0, 
oder 
141.2. g'’cosu—r'sinu —= (0. 


Wird der Werth von u aus (141...) gewählt, so ist nach (138.) X“ nicht 
Null, mithin mufls, um den Bedingungen (139.) zu genügen, gesetzt werden: 
co#=0, cosy=0. Daher wird die Gleichung der Mittel-Ebene (61.) 
142. ze: (), 
sie ist also die Ebene Yyz, in welcher alle Resultanten im Centralpuncte 
zusammentreffen. Wird ferner der Werth von u aus (141. 5.) genom- 
men, so ist X’ 0, und die Lage der Mittel-Ebene wird nach (91.) un- 
bestimmt. Die Bedingung (136.) giebt jedoch in diesem Falle sin) = 0, 
folglich als Gleichung für alle Mittel- Ebenen, nach (61.): 
143.  y.sind—z.cosd = 0, 
und für die in ihnen befindlichen Durchschnittspuncte der Resultanten 
(vergl. 100., 88.): 
144. y=v("”+r”)cosd, z=y(”+r”).sind. 
Mithin gehen, wenn die drei Schwerpuncte in einer Geraden (Üentral- 
Axe) liegen, die sämmtlichen Resultanten durch diese und einen auf ihr 
senkrechten Kreis, dessen Mittelpunct der Centralpunct ist. — Von der 
Entstehung dieses Kreises kann man sich übrigens auf folgende Weise an- 
schaulich Rechenschaft geben: 

Nämlich wenn die Kräfte eines Systemes ohne Änderung der ge- 
genseitigen Neigungen um ihre Angriffspuncte gedreht werden, so dre= 
hen sich die Summen ihrer nach irgend drei Richtungen genommenen 
Seitenkräfte um die ihnen zugehörigen Schwerpuncte, welche fest blei- 
ben. Hierbei wird nur vorausgesetzt, dafs keiner der Schwerpuncte in 
unendliche Entfernuug fällt. Liegen also die drei Schwerpuncte in einer 
Geraden, so kann man sich begnügen, statt des vorgelegten Systemes drei 
Kräfte zu betrachten, deren Angriffspuncte in einer Geraden liegen. Ist 
dieses System so gestellt, dals seine Kräfte sich durch eine einzige er- 
setzen lasseu, so geht diese ebenfalls dureh jene Gerade oder Central- 
Axe. Eine Ebene E, durch die Resultanute und die Central- Axe gelegt, 
ist aber nothwendig eine Mittel-Ebene. Denn man zerlege die Kräfte 
nach drei Richtungen, senkrecht aufeinander, und die eine senkrecht auf 
der Ebeue Z; so ist zuvörderst die Summe der Seitenkräfte in dieser auf 
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E senkrechten Richtung Null. Ferner ist das zusammengesetzte Paar, in 
einer auf der Resultante senkrechten Ebene, nach der Voraussetzung Null; 
daraus folgt aber in dem vorliegenden Falle, dafs auch das Paar, welches 
die auf der Ebene E senkrechten Seitenkräfte bilden, verschwinden muß; 
w. z.b. w. Da also die Ebene E eine Mittel- Ebene ist, so enthält sie 
einen Strahlbüschel von Resultauten. Unter diesen Resultanten giebt es 
eine, welche senkrecht auf der Central-Axe steht. Man gebe dem Sy- 
steme die zu dieser Resultante gehörige Stellung, zerlege hierauf die Kräfte 
nach drei auf einander senkrechten Richtungen, die erste parallel mit die- 
ser Resultante, die zweite parallel mit der Gentral- Axe, so heben sich die 
Seitenkrüfte in der Central- Axe völlig auf, mithin mufs die senkrecht auf 
der Central-Axe stehende Resultante durch den Schwerpunct der ihr 
parallelen Seitenkräfte, d. h. durch den Centralpunct gehen. Wird so- 
dann das ganze System, gehörig gestellt, mit der Mittel- Ebene um die 
Central-Axe gedreht, so ändert sich dadurch nichts in den gegenseitigen 
Verhältnissen seiner Bestandtheile; es bleibt mithin der Mittelpunet des 
Sirahlbüschels in der bewegten Mittel-Ebene fest, und beschreibt also den 
in Rede stehenden Kreis; | 

ich gehe jetzt zu dem allgemeinen Falle über, in welchem die drei 
Schwerpunete nicht in einer Geraden liegen. Von dem Dreiecke, wel- 
ches sie zu Spitzen hat, läfst sich folgender Satz beweisen: 

Wie man auch die Kräfte eines Systemes nach drei beliebigen Rich- 
tungen zerlegen mag, so ist das Product aus dem Dreiecke, welches die 
drei Schwerpuncte der einander parallelen Seitenkräfte zu Spitzen hat, in das 
Tetraöder, wovon die Summen dieser Seitenkräfte, der Richtung und Gröfse 
nach, drei zusammenstolsende Kante bilden, jedesmal von derselben Grölse. 


Denn es seien P,, P;,, P, die Summen der drei Seitenkräfte für 
eine beliebige schiefwinklige Zerlegung, &,, Yıs5 X, Yı35 X, Y; die Coor- 
dinaten ihrer Angriflspunete in der Central-Ebene; ferner p, 9, 7 drei 
auf einander senkrechte Componenten desselben Systemes, deren Angriffs 

I ) ’ u 
p' pP” g’ g" r' 


} b i r’' 
puncte die Coordinaten —, 5, PY) Bere haben; so kann man 


setzen (vergl. 73., 79.): 
P, eos7z, +P, 0087; +P, cos7;, 

P, sin, c0os4, + P; sin 7, 008%, + P’; sin 7; c08%; , 
P, sin 7, sinz, + P, sin, sins, + P; sin 7; sins; . 


\? 
145. ‚? 
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Ferner in kürzeren Zeichen : 
146 p' ==ZPxcoss, g=ZPrsinzcosu, r =ZPxsinz sin, 
" Ip"=8Pycosa, 9"=ZPysinzcosu, r"=ZPysinz sinn. 


Aus diesen Formeln ergiebt sich: 


(7 


uf 9'r" = — P, P, (Yı X u £ x) sin 7 sin 7E sin (%; ar %ı) 


+ Pr PR (Ya X a Y3 2C;) sin 7 sin M; sin (Ya— %,) 
+P;,P, (y#&ı—Yı%;) sin 7, sinz, sin (4%, —%;); 
r'p—r'p" = +P,P,(yıX2— Yxı) (sin, cos, sin 4, — sin 7, 0087, sin %,) 
147. +P,P;,(y2X3; —Y;%,) (sin 7, 6087, sin%, —sin 7, 0087, Sin %,) 
—- P; P(yzXı — Yı%3) (sin 7; cos 71 sin Yz Burn sin 71 cos %z sin %ı) , 
pP’ —p'g" _ 4- P, P (Yı 2, — YıXı) (sin 7) cos 7 cos Yn ur sin 71 c0s 7 cos %ı) 
+ P,P,(y2%;— Y;%;) (sin; 6087, C08S4; — Sin, 0087, C08%,) 
\ +P,P,(y3#ı —Yı%;) (sin 7, 087, C08%, — sin 7, C087, C084;). 





Wird das Dreieck, welches die Angriffspuncte der Kräfte p, 9, r zu Spitzen 
hat, mit A bezeichnet, so erhellet aus dem Werthe von 77’ (120.) so- 
fort, dals: 
148. WW tpgr.Z2A, 
Wird ferner das Dreieck, dessen Spitzen die Angriffspuncte der Kräfte 
P,, P;, P, sind, mit D bezeichnet, so ist 
19. 12 D = ym—ya+y —yYm+ Ya —Yırz- 
Den Richtungen der Kräfte p, 9, r, P,, P,, P, entsprechen auf der Ku- 
gel sechs Puncte, von denen die drei ersten die Spitzen eines sphärischen 
Dreiecks mit drei rechten Winkeln sind. Die in den vorstehenden For- 
meln vorkommenden Buchstaben 7,, 7;, 7; bedeuten Bogen, welche den 
Punct # mit den Puncten P,, P,, P, verbinden, und welche mit dem 
Kreise pg die Winkel %,, %,, %, einschliefsen. Man nehme die von den 
Bogen 7,, 7, 7; eingeschlossenen Winkel P,pP;, P,pP;, P;pP:, so, dals 
ihre Summe vier Rechte betrage. Alsdann ist 
n—uM=P, pP, w—-m=P,pP, Irtm—n=P;pP: 

Man bilde sofort die Producte: 

sin 7, sin7, sin (u, —ı) = M;; 

150. sin 7, sin 7; sin (4, —%,) = Mi, 

‚sin 7, sin7, sin (u, —%;) = M;, 
welche die sphärischen Moduln der Dreiecke pP, P,, pP, P;, pP; P, dar- 
stellen. Wird sodann mit M der Modul des Dreiecks P,P;P; bezeichnet, 
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so ist 
151. M, cos rt M; 0087, + M,cos7, = M, 
Dieser Satz ist der unmittelbare Ausdruck der Formel (4,) 
Aa+ Aa. +4 = M, | 
wenn in derselben die Werthe von 4, 4‘, A'' aus (27.), (28.), (29.) ein- 
gesetzt werden. Bildet man endlich vermittelst der Formeln (145.), (147.) 
einen zweiten Ausdruck für /7", so ergiebt sich derselbe wie folgt: 
WW = P,P,P,.2D (M, eos7, HM, cosa, + M; 6987;), 
mithin ist | 
152. 207. == BR PM.D wo b w. 
Anmerkung. Es ist klar, dafs wenn eine der Seitenkräfte, z.B. P,, Null ist, 
das Dreieck D unendlich grols wird. Der Satz bleibt daher auch in diesem 
Faile richtig. 

Es handeit sich nun noch um, die Bestimmung des Ortes der Re- 
sultanten. Man nehme, wie bisher, den Centralpunet zum Anfange der 
Coordinaten, die Central-Ebene zur Ebene der x und y, zerlege die Kräfte 
parallel mit der Mittelkraft und senkrecht darauf, so ist: 

153. p=1, 9 =09, r=0, P=0, p'=0, pP" =0, y"' = „r'—=0, 
Zur Bestimmung der beiden Mittel-Ebenen ergiebt sich unter diesen Vor- 
aussetzungen aus (90.) die Gleichung: 

(r‘ sinu— 9° cosu) (r! cosu + 9’ sinu) 





+ (r" siau—g” cosu) (r"cosu +9” sinu) = 0, 
oder 
12 112 2 dı2 
154. ou ? r +r nu ' Zen zu 
(tang ) + r’g‘ +r" g“' tang u u 1, 


oder auch | 
y. (r’ g’-+-r’ q”) 
r'? +r’2 1 g"— "un , 
Dieser Gleichung zufolge sind die beiden Werthe von tang u immer vor- 


handen, mithin können auch die beiden Mittel-Ebenen niemals fehlen. 
Ihre Gleichungen sind, da die beiden Werthe von u sich durch z und 
37--u ausdrücken lassen, nach (91,) folgende: 

(r’ sinu—g’cosu)c + (r’sinu—g’cosu)y = 0, 

(r’cosu +9’ sinu)e + (r’cosu +9" sinu)y = 0. 

In Verbindung mit (154.) geht aus denselben hervor, dafs beide Mittel- 
Ebenen senkrecht auf einander stehen. Es ist daher gestattet, ihre Durch- 
schnitte mit der Gentral-Ebene zu Axen der x und y zu wählen, wie 
fortan geschehen soll. Alsdann müssen die Gleichungen 





fang? um 


155. 
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rsinu—g' cosu=0, r’cosu-+7y"sinu = 0 
für denselben Werth von u beide zugleich bestehen, und folglich, durch 
diese Wahl der Coordinaten, die Bedingung 
156. 9'g”’+r'r' = 0 erfüllt werden. 

Nämlich in der Central- Ebene werden durch die Coordinaten des 
anfänglichen Systemes #&’=g', y ="; x" =r‘, y'—=r", zwei Puncte 
bestimmt, gegen welche die Durchschnitte der Mittel- Ebenen mit der 
Central-Ebene so liegen, dafs, wenn man sie zu Axen eines neuen Coor- 
dinatensystemes wählt, die beiden Rechtecke aus den Coordinaten jedes 
Punctes einander gleich und entgegengesetzt werden. Sind also der Cen- 
tralpunct und die beiden erwähnten Puncte in der Central- Ebene festge- 
legt, so lassen sich die Durchschnitte der beiden Mittel- Ebenen mit der 
Central-Ebene aus dieser Bedingung leicht finden. Wird der Ausdruck 
g'g‘'+r'r‘ durch Einsetzueg der Werthe von 9’, 7, r‘, r‘' entwickelt, 
so ergiebt sich: 

157. gg rin“ 
— P*a,yısinz’+P}x,ysinz;+P,ıP:.(&,y.+8,y,) sin, sin 7,008 (h,—k,)+... 
in welcher Formel P,, P., .... die Kräfte des Systemes, x&,, Yıy +» die 
beiden ersten in der Central-Ebene liegenden und vom Centralpuncte an- 
fangenden Coordinaten ihrer Angriflspuncte, 7, 75 -... die Neigungen 
der Kräfte gegen die Mittelkraft p, endlich A,—Äk,, .... die Neigungen 
der Ebenen »P,, pPP:, »... gegen einander bedeuten. Durch eine Dre- 
hung des Coordinatensystemes kann der vorstehende Ausdruck (157.) 
allemal auf den Werth Null gebracht, und damit zugleich die Lage der 
beiden Mittel- Ebenen gefunden werden. Dagegen erleidet derselbe we- 
der durch die Drehung der Kräfte, noch durch die beliebige Wahl der 
auf einander und auf der Mittelkraft senkrechten Richtungen der Seiten- 
kräfte, irgend eine Änderung. Der Einflufs dieser Wahl auf die Lage 
der Puncte (9°9°), (r‘r‘) lälst sich aber zu einer noch gröfseren Ver- 
einfachung der Rechnung benutzen. Nimmt man nämlich an, dafs die 
Winkel #,, Ä,, k;, .... sämmtlich um ein Gleiches (u) vermehrt werden, 
so verwandeln sich die Gröfsen 
0‘ = ZPxsinzcosk in x 9' cosu—r‘ sinu, 
g‘ = ZPysimxcosk in y‘ 
r — SPxsinz sink in x r‘ cosu-+-9g‘ sinu, 
‚r‘ = ZPysinz sin in y’ r' cosu-+g” sinu. 
Crelle's Joursal d. M. Bd. XY, Hit. 1. 5 


dl Ha 
g''cosu—r” sinu, 


158. 


| 
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Dabei bleibt, wie leicht ‘zu sehen, z&’y'’+ xy" = g'y"tr'r'—=0. Aus 
den Gleichungen (158.) ergiebt sich, dals die beiden Puncte (x’y’), (x’’y’), 
wenn mit dem Werthe von u zugleich ihre Lage geändert wird, auf einer 
Ellipse fortrücken, deren Haupt-Axen in die Durchschnitte der Mittel- 
Ebenen mit der Central-Ebene fallen, und deren Gleichung ist: 


„ ” 2 u 

159. FL + za = 1. 
Man wähle demnach den Winkel u so, dals die beiden Puncte (x’y‘), 
ey”) in die Anne der Ellipse (159.) fallen, d.h. man nehme 
z'=0, wodurch zugleich y'=0 wird; so kann, um die Bedingung (156.) 
zu befriedigen, gesetzt werden: 

10. 7-09, J=0, 

welche Annahmen den in (153.) enthaltenen beizufügen sind. 








Die bisher zur Feststellung der beiden Mittel- Ebenen beobachtete 
Unterscheidung zweier rechtwinkliger Zerlegungen fallen lassend, setze 
man in den Formeln (76.), (77.), (78.) sinx=1, sinu=1; so wird: 

Hai, Wa0, MO AZm0 720 : Zu FG 
X“=0, Z=0, Z=0, Amg, Va—r‘ 
daher (57.— 63.) 
161. | =, m=Ä, n=sin®sind, 
L=—r'cosd, M=o'cosdsin, N=—r"sindsind—y‘t, 
Ysinbsnd tr —/=0, 


162. (g' Me ET. VOR RRETEN cosd cos) = 0, 
sind sind.y—4iz = r’'cos), 
163. sin dsind.e—gxz —= g’cos®sin), 
| kc—gy = r"sin)bsind+g't. 

Von den drei letzten Gleichungen dienen zwei beliebige, mit Hülfe 
der Bedingung (162.), zur Bestimmung der Lage der Resultante. Es soll 
sofort gezeigt werden, dals ihnen immer auf zwei verschiedene Arten, 
unabhängig von ® und 9, Genüge geleistet werden kann. Nämlich man 
setze erstens in (163.) y=0, so wird, wenn man statt r‘ und 9° von 
jetzt an blols r und 7 schreibt: 

—kz = rcos}, 
rn kxz = rsiny)sind-+g£. 
Nun sei 


== (9 sin 9 + r sin D)* + (r cos ® cos 0)”, 
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so folgt aus (162.) 

165. Asinb = —rcosPcoosd, Acosb = ysind +rsind. 
Hierdurch wird, nach Wegschaffung des Winkels ı), 
Ak = (r+9gsin® sind) cos), 


so A(rsin’b sind +92) = (g’—r?) cos® sind cos®. 
Ferner aus (164.) 
hl re = —Ar, 
; (r+9sin® sind)xz = — (r’—9?°)cos® sind. 


Weil aber (r +7 sin® sin$)’ = N’+(r’—9°)cosP’sin9? ist, so ergiebt sich 
aus (167.) eine von ® und 9 unabhängige Gleichung zwischen z und x, 
nämlich: 





+ — 8 == 1. 
Man setze zweitens in (163.) e=0, so wird: 
gz = —9c0sdsind, 


168. 


ferner nach (165.) 
169. Ag = (9+rsin®sind)cos® sind, 


170. EN = —(\o, 
(-+Hrsin®sind)y = — (9’—r?)cos$. 
Wiederum aber findet sich 7 +rsin arg siaß’ = A’+(g9’— r?)cosd’; daher: 
= ur np 
Da man also den Beihengen (163.) durch jede der beiden Annahmen, 
nämlich: 


gy = —rsin)sind—gt, 


mithin 





— 1. 








BR. 1 
r? —g® b) 


111 y=(, =+ 








| ” z? y: ui; 
172. x = 0, En — 1 


Genüge leisten kann, so ist bewiesen, dafs jede Resultante die beiden durch 
die vorstehenden Gleichungen bestimmten Kegelschnitte trifft. Von diesen 
ist oflenbar im Allgemeinen der eine eine Ellipse, der andere eine Hyper- 
bel; sie haben den Centralpunct zum gemeinschaftlichen Mittelpuncte, und 
liegen in den beiden auf einander senkrechten Mittel-Ebenen so, dals die 
Scheitel des einen mit den Brennpuncten des andern zusammenfallen. 
Will man für die Grölse ihrer Axen den vollständigen Ausdruck haben, 
so ergiebt sich mit Rücksicht auf (160.): 
5 1% 
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9 


r? 


P, x; sinz, + P,x,sinz, +2P,P,x,x, sin, sinz,cos(k,—k)+.... 
P,y,sina) + P,y,sinz,+2P, P,y,y,sioz, sioz,cos(k,—k)-+.... 
Als besonderer Fall ist derjenige bemerkenswerth, in welchem g9’=r? 
ist, mithin die kleinere Axe der Ellipse und die ihr gleiche der Hyperbel 
verschwindet. Alsdann tritt an die Stelle dieser beiden Curven die Axe 
der z, in welcher die Brennpuncte und die Scheitel, auf jeder Seite der 
Central-Ebene, in einen Punct zusammenfallen, dessen Abstand vom Cen- 
tralpuncete +9 beträgt. Nach dem allgemeinen Satze muls jede Resul- 
tante des Systemes beide Kegelschnitte treffen; sie muls also, in dem vor- 
liegenden Falle, wenigstens durch einen jener beiden Puncte gehen. Man 
setze in den Gleichungen (161.), (162.), (163.) r=g, so wird wegen 


(162.) Y=0; daher darf =0, y=0 angenommen werden, woraus 
sich ergiebt: 


I Il 


kz = —o9cosl, 
gz = —9c0sdsind. 
Durch Addition der Quadrate dieser beiden Gleichungen findet man sofort: 
"=g, w zb w. 
Aus (154.) folgt noch, dafs die Lage der Mittel-Ebene in diesem Falle 
unbestimmt wird. In der That kann jede durch die Axe der = gelegte 
Ebene als eine Mittel-Ebene angesehen werden. — Ein anderer schon 
oben betrachteter besonderer Fall ist der, wenn eine der Größen 9, r 


Nuli wird. Die Ellipse verwandelt sich dann in einen Kreis, und die Hy- 
perbel in die Central-Axe desselben. 


Es kann auf verschiedene Arten gezeigt werden, dals auch umge- 
kehrt jede Linie, welche einen Punet der Ellipse mit irgend einem Puncte 
der Hyperbel verbindet, zu irgend einer Stellung des Systemes als einzige 
Resultante gehört. Man wird z. B. aus den Gleichungen (163.) finden, 
dals sich durch jeden Punct in der Central- Ebene vier verschiedene Re- 
sultanten legen lassen, welche, wenn der Punct zugleich in der Ebene der 
Ellipse oder der Hyperbel liegt, paarweise, und wenn der Punct der Cen- 
tralpunct ist, alle vier in eine Gerade fallen, — übereinstimmend mit der 
geometrischen Anschauung. — Im Allgemeinen sind je vier Resultanten 
einander parallel, mit besonderer Ausnahme jedoch derjenigen beiden Schaa« 
ren von Resultanten, welche den Asymptoten der Hyperbel parallel sind. 
Um diese zu finden, sei z. B. r>g, so fällt die Hyperbel in die Ebene 
zy, und alle mit den Asymptoten parallelen Resultanten müssen senkrecht 
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auf der Axe x stehen. Setzt man nun g+rsin®sind=0, so wird 
g=0, und es ergeben sich die gesuchten Resultanten sämmtlich. 

Um ferner im Allgemeinen die vier einander parallelen Resultanten 
durch Rechnung zu finden, seien die Cosinus a, 5, c der Winkel, welche 
ihre Richtung mit den Axen x, y, x bildet, nach Grüfse und Zeichen ge- 
geben, so muls sein: 


mithin (166., 169.) 
sin® sind = c, cos® sind = Tas 


Sind 8’, ©‘, \y’ drei Werthe, welche den vorstehenden Gleichungen genü- 
gen, so leisten dies auch die Werthe #—6‘, #— 0%, z-+'‘. Jene ge- 
ben für die Resultante 

cey—bz = rcost, cx— az = g.cos®' sind‘, 





cos®, 


diese: 
coy—bz=—rcof, cx—az —= —oyc0s®' sin‘. 

Dabei verbalten sich die beiden zu diesen Resultanten gehörigen Stellun- 
gen des Systemes so, dafs das Bündel, um aus der einen in die andere 
zu gelangen, eine halbe Umdrehung um die festbleibende Richtung der 
Resultante machen muß. 

Die anderen Resultanten von gleicher Richtung ergeben sich jedoch 
aus den vorstehenden Gleichungen nicht; man findet sie aber, wenn man, 
die Zeichen von a, 5, c sümmtlich umkehrend, setzt: 


a(r—gc 
= c08 9. 
Übrigens ist offenbar, dals jede die Ellipse und Hyperbel verbindende Ge- 
rade eine Resultante in doppeltem Sinne darstellt, weil mit Umkeh- 
rung aller Kräfte zugleich die Resultante sich umkehrt, ohne ihren Ort 
zu ändern. 

Das Ergebnils der Untersuchung läßt sich demnach zusammenfas- 


sen in den folgenden 





g=—ı, ki=—b, sndsnd=—c, cosdsind—= 


Lehrsatz. 

Wenn die Kräfte eines beliebigen Systemes, voraus« 
gesetzt dafs sie, an einen Punct in ihren Richtungen über- 
tragen, sich nicht gerade aufheben, ohne Änderung ihrer ge- 
genseitigen Neigungen um ihre Angriffspuncte gedreht, und, 
was immer auf unzählige Arten möglich ist, in solche Stel« 
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lungen gebracht werden, in welchen sie sich durch eine ein- 
zige ersetzen lassen; so trifft die Richtung der ersetzenden 
Kraft eine Ellipse und eine Hyperbel, welche den Central- 
punet zum gemeinschaftlichen Mittelpuncte haben, und in 
zwei auf einander und auf der CGenutral-Ebene senkrechten 
Ebenen so mit einander verbunden liegen, dafs die Scheitel 
der einen mit den Brennpuncten der anderen zusammen- 
fallen. 

In besonderen Fällen kann die Ellipse in einen Kreis, und mithin 
die Hyperbel in die Central- Axe desselben übergehen. Ferner kann die 
kleine Axe der Ellipse verschwinden, so dafs diese mit der grofsen Axe 
und die Hyperbel mit der Verlüngerung derselben zusammenfillt. Es blei- 
ben dann in dieser Axe nur zwei der Ellipse und Hyperbel zugleich ange- 
hörige Puncte übrig, von denen jede Resultante wenigstens einen treffen 
mufs. Verschwindet auch noch die grofse Axe der Ellipse, so fallen diese 
beiden Puncte in den Centralpunct, durch welchen dann die, in jeder be- 
liebigen Stellung des Systemes vorhandene, Resultante gehen muls. 

Berlin, im September 1835. 
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3. 


Über die hypergeometrische Reihe 


(a HAGEN a, sa HÜ+DEB+N (F+2) 
147% Fi GH ee 3.4 2 7 +17-+2 BE 


Re Herrn E, E. Kummer, Dr. phil. zu Liegnitz.) 











Die hypergeometrische Reihe, welche den Gegenstand dieser Abhand- 
lung ausmachen soll, hat schon längst die Aufmerksamkeit der Mathe- 
matiker auf sich gezogen, theils weil sie eine sehr grolse Anzahl von 
Reihen-Entwickelungen bekannter Functionen in sich vereinigt, theils auch 
weil durch diese Reihe eine besondere Classe lineärer Diflerenzialgleichun- 
gen der zweiten Ordnung integrirt werden kann. Zuerst hat Euler in 
den Zetis Academiae Petrop. zwei allgemeine Umformungen dieser Reihe 
gefunden, von der Art, dals die umgeformte Reihe wieder eine hypergeo- 
metrische Reihe derselben Gattung ist, und diese Umformungen sind als- 
dann von Pfaff, Jacobi und Gudermann auf verschiedene Weisen 
hergeleitet und bewiesen worden. Aufserdem hat Gau/[s in den Com- 
ment. Soc. Gotting. Tom. II. a. 1812, Untersuchungen über diese Reihe 
bekannt gemacht. Es ist bekannt, wie diese Abhandlung in der inhalt- 
reichsten Kürze nicht nur viele Grundeigenschaften dieser hypergeomettri- 
schen Reihe, sondern auch die durchaus vollständigen Theorien zweier mit 
derselben in enger Verbindung stehender Transcendenten, und Anvwen- 
dwogen derselben auf Kettenbrüche und bestimmte Integrale enthält. Es 
ist aber diese Abhandlung nur der erste Theil einer gröfseren Abhandlung, 
welche jedoch nicht öffentlich erschienen ist, und namentlich fehlt noch 
die Vergleichung solcher hypergeometrischer Reihen unter einander, in 
welchen das letzte Element x verschieden ist. Dies wird daher ein Haupt«- 
gegenstand der gegenwärtigen Abhandlung sein; die zahlreichen Anwen- 
dungen der gefundenen Formeln werden alsdann vorzugsweise die ellip- 
tischen Transcendenten betreffen, von denen ein grolser Theil in der all- 
gemeinen Reihe enthalten ist. Die Resultate der genannten Abhandlung 
von Gaufs, werden hier, wo es nöthig sein wird, als bekannt vorausge- 
setzt werden, so wie wir auch die von Gaufs eingeführten Bezeichnun« 
gen 'beibehalten wollen. 
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1.2.y(g+l) 


Abschaitt I. 

Allgemeine Methode um Transcendenten unter einander zu 
vergleichen, welche als partliculäre Integrale lineärer 
Differenzialgleichungen der zweiten Ordnung 
angesehen werden können. 


$. 1. . 
Es seien P(x) und D,(x) zwei Functionen von x, von der Art, 
dals y=O(x) und y=P,(x) zwei particuläre Integrale folgender lineä- 


ren Differenzialgleichung un 


1. +r3: ty = 


in welcher » und 9 Functionen von x ie Eben so seien (x) 
und ı,(z) zwei Functionen von z, von der Art, das v=Y4Y(z) undv — 
4, (z) zwei particuläre Integrale der Gleichung 

2 Z+4Pp2+4Qv=0 
sind, in welcher P und Q Functionen von x bezeichnen, Das vollstän- 
dige Integral der Gleichung (1.) ist sodann 

3. y= APd@)+BO@), 
nnd eben so das u ee A der Gleichung (2.) 

. ve Al) HB), 
wo 4, B, A‘ und B'‘ beliebige Constanten sind. Nur dann, wenn die 
angenommenen Functionen von der Art sind, dals ®(x) = const. P,(x), 
oder dafs :b(z) = const. ı),(z), werden die Gleichungen (3.) und (4.) nicht 
mehr die vollständigen, sondern nur particulöre Integrale der Differenzial- 
gleichungen (1.) und (2.) sein. 

Um nun unter den vier Functionen ®, P,, % und ıl,, welche wir 

als die mit einander zu vergleichenden Trauscendenten betrachten, ein- 


fache Relationen zu finden, soll jetzt z als Function von x betrachtet und 
die Bedingung gesetzt werden, dals 





y=w.U 

der Differenzialgleichung (1.) genüge, wo w eine noch zu bestimmende 
Function von x ist, y und v aber durch die Gleichungen (1.) und (2.) 
bestimmt sind. Wenn man nämlich z und zo als Functionen von x wirk- 
lich so bestimmt hat, dals y=w.v der Dillerenzialgleichung (1.) genügt, 
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so ist nach Gleichung (3.) und (4.) sowohl y=AU(x)+-RO, (x), als 
auch y=A'wyb(3J)+b’wiY,(z), das vollständige Integral der Gleichung 
(1.). Die willkürlichen Constanten des vollständigen Integrales in der 
einen Form müssen sich aber immer so bestimmen lassen, dafs dieses 
dem vollständigen Integrale in der andern Form gleich werde; man hat 
also dann die Gleichung 
5, AP) +BOlE) = Awbl)+ Bw, (a), 

in welcher entweder 4 und B beliebig, und 4’ und B‘ danach zu be- 
stimmen sind, oder umgekehrt 4’ und B‘ beliebig, und 4 und B nach 
diesen zu bestimmen, In dieser Gleichung sind nun folgende vier ein- 
fachere enthalten 


Pa) = awyl)+bwiY (2), 


6. dla) = a'wiy(2)Hb wu (2), 
wY(2) = a dla) +b'Dı(a), 
we) = ala) + id le) 


Setzt man nämlich in der Gleichung (5.) 4=1, B=0, wodurch 4'—= u 
und B'=b werde, so erhält man die erste der hier angegebenen Glei- 
chungen; und. eben so, indem man eine andere der Constanten A, B, 4 
und BD’, gleich O setzt, erhält man die anderen drei Gleichungen. You 
dieser Form werden also die zu findenden Relationen der Functionen ®, 
®,, b und U, sein. 

Von einer anderen Seite betrachtet: wenn man x und w als Func- 
tionen von x so bestimmen kann, dals y=w.v der Ditferenzialgleichung 
(1.) genügt, so wird man nun yier particuläre Integrale dieser einen Glei- 
chung haben, nämlich y=P(x), y= D, (x), y=wY(z), und y=wyY,(z), 
und aus den Gleichungen bei (6.) geht hervor, dafs zwischen je dreieu 
derselben, welche durch y,, Y,,> Y,„,, bezeichuet werden mögen, stets 
eine Bedingungsgleichung von der Form 

T. ne ay,tbY,, 
statt haben muls, wo @ und 2 Constanten sind, deren Werthe nach deu 
particulären Integralen y,, y,,, Y,,, bestimmt werden müssen. Diese Be- 
dingungsgleichung unter drei particulären Integralen ist auch leicht aus 
der Form der Differenzialgleichung (1.) zu erkennen. Wenn man ferner 
die Functionen z und zw auf mehrere Arten so bestimmen kann ‚„ dals 
y.= w.v der Differenzialgleichung (1.) genügt, so wird man nicht nur vier 
particuläre Integrale der Gleichung (1.) haben, sondern eine gröfsere Au« 
Crelle’s Jousnal d. M. Bd. Xy. Hf.1. 6 
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zahl, und auch unter je dreien von diesen muls nothwendig eine Bedin- 
gungsgleichung von der Form y‚=«y,,+by,,, statt haben. 


$. 2 
Es sollen nun die Quantitäten z und zw als Functionen von x wirk- 
lich so bestimmt werden, dals y=w.v der Differenzialgleichung (1.) ge- 
nüge. Indem man differenziirt, und dx als constant betrachtet, erhält man: 











yz m.v, 
nn garten 
a a Ge Fe dar te a 
Werden diese Werthe von y, 7, = in der Gleichung (1.) substituirt, so 


erhält man 


de’ d’y (22 dz d?z Se) (> dw ) 
8. 8° de: + "da" da wat “ix ar da* Ta, tw er. 


Diese Gleichung, welche in Bezug auf v ebenfalls eine lineäre Differen- 
zialgleichung der zweiten Ordnung ist, muls nun mit der Gleichung (2.) 











identisch sein. Multiplieirt man nun die Gleichung (2.) mit wu. so ist 


dx* 
dz? d’v dz? „dv dz? 
u” u wer; re u IV ar 


und diese wird mit Gleichung (8.) identisch gemacht, indem die Coefli- 








cienten von v und er in beiden gleich gesetzt werden. Dies giebt fol- 


gende zwei Bedingungsgleichungen für z und w: 











dw dz d?z dz dz? 
. I nz 
d’w dw na dz? 
10. dx: +7, tw = wad 


und wenn diese beiden Gleichungen erfüllt sind, so ist y= w.,v ein rich- 
tiges Integral der Gleichung (1.). 
Die erste dieser beiden Gleichungen lälst sich leicht integriren. Di- 


vidirt man dieselbe nämlich durch w—; so erhält man: 


dw , d?z 2 
Ede ı 7, tpde—Pdz =(0: 
eine Gleichung, in welcher die drei Variabeln x, z und w getrennt sind. 
Die Integration giebt daher 












a{a+1)3($+1) 2 
% « - - IC 
1.2.y(y+1) + 
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d 
2lw+1 +/pdx— [Paz = le, 
oder wenn von den Logarithmen zu den Zahlen übergegangen wird: 


1l. ww’ — o.efPäs-ps SE, 


Hätte man nun x als Function von x gefunden, so dürfte man nur den 
Werth desselben in dieser Gleichung substituiren, um sogleich auch die 
Quantität w zu haben, welche künftig der Multiplicator genannt wer- 
den soll. Um aber = als Function von x allein zu haben, muls man aus 

ä dw Be . 0 
den Gleichungen (9.) und (10.) w, 7, und „za eliminiren. Diese Elimi- 


nation, welche aulser einiger Weitläuftigkeit keine Schwierigkeiten hat, nach 
der gewöhnlichen Methode ausgeführt, giebt folgende Differenzialgleichung 
der dritten Ordnung: 


d’z d?z \? dP , m dz? dp ı >» di 
12. Frei lern ) -RE+Pr0)ErrdE4r ui An 


dzdx* ac 








Wenn also = als Function von x durch diese Gleichung (12.) bestimmt 
ist, und wenn sodann der Multiplicator » durch die Gleiehung (11.) pe- 
funden ist, so haben, wie gezeigt worden ist, unter den Functionen (x), 
®,(&#), (2) und W,(z) (dem partieulären Integralen der Gleichungen (1.) 
und (2.)) die Bedingungsgleichungen statt, welche bei (5.) und (6.) ange- 
geben sind. Die einzige Schwierigkeit liegt also nur noch darin, mit Hilfe 
der Gleichung (12.) z als Function von x zu bestimmen, oder diese Glei- 
chung zu integriren. 


$. 3 
Wenn man nun aber überhaupt Transcendenten unter einander ver- 
gleicht, so sucht man nur algebraische Relationen derselben, oder man 
untersucht, wie man einer transcendenten Gleichung durch eine algebraische 


Gleichung genügen kann. Für den gegenwärtigen Fall also, wo die Trans- 
cendenten der Gleichung (5.) 


AP) +BOle) = Awbl@)+B’wy,(z) 
mit einander verglichen werden sollen, mufs man nach der Natur der vor- 
liegenden Aufgabe untersuchen, durch welche algebraische Gleichung zwi- 
schen z und x diese transcendente Gleichung erfüllt wird. Es handelt 
sich also darum, algebraische particuläre Integrale der Differenzialglei- 


chung (12.) zu finden, und jeder algebraischen Gleichung, welche aus 
6* 
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derselben hergeleitet werden kann, wird alsdann eine transcendente Glei- 
chung von der Form der Gleichung (5.) entsprechen. 

Die Aufgabe, alle particulären algebraischen Integrale einer gege- 
benen Diflerenzialgleichung zu finden, gehört unstreitig zu den schwierig- 
sten, welche in neuerer Zeit aufgestellt worden sind; und besonders für 
die Dillerenzialgleichungen höherer Ordnungen, wie es die Gleichung (12.) 
ist, scheint die Lösung dieser Aufgabe im allgemeinen bis jetzt noch un- 
ausführbar zu sein. In dem Falle aber, für welchen wir diese allgemeine 
Methode gefunden haben, und auf welchen sie in dem Folgenden ange- 
wendet werden soll, wird sich zeigen, dafs bei einer einfachen Voraus- 
setzung alle algebraischen Integrale dieser Gleichung sich auf eine sehr 
leichte Weise ergeben. 

Das vollständige Integral der Gleichung (12.), welches durch die 
Transcendenten P(x), D,(x), b(z), ıb,(z) ausgedrückt werden kann, hat 
zwar für den gegenwärtigen Zweck keinen besonderen Nutzen; da es je- 
doch sich aus dem Bisherigen sehr leicht ergiebt, und in anderer Bezie- 
hung von Wichtigkeit ist, so mag es hier einen Platz finden. 

Die Br. (5.) 

10x) +BPPO (x) = w(A’b(2)+ B’l,(2)) 
ist nämlich in der That schon ein vollständiges zweites Integral der Glei- 
chung (12.), welches zwei beliebige Constanten, und nur noch den ersten 


Differenzialquotienten =, in der Quantität zo, enthält. Wird nämlich diese 


Gleichung zum Quadrate erhoben, und für zo” sein Werth aus der Glei- 
chung (11.) gesetzt, so geht dieselbe in folgende über: 
c.e /P& dx CE e/Pd dz 

(Ay)+BY,e))  (Aya)+Byr(2))*" 
Durch nochmalige Integration dieser Gleichung, in welcher die Veränder- 
lichen z und x getrennt sind, würde man das vollständige letzte Integral 
der Differenzialgleichung (12.) erhalten. Man erhält dieses Integral aber 
leichter, und in der einfachsten Form, auf folgende Weise. Wenn C und 
D zwei beliebige andere Constanten bezeichnen, als 4 und 5 in der Glei- 
chung (5.), so hat man ebenfalls: 

cdPia)+Dd(e) = wi) @)+D'h@) 


und wenn man diese und die Gleichung /5.) durch einander dividirt, wo- 


ER u . 
durch die Quantität w und das in derselben enthaltene —— eliminirt wird, 
























+ 4 . : a.ß ( +1) A +1) 
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so erbält man 

Agy()+By,(2) _ Av@)tB'w,(z) 

Cy(&)+DY, (x) Cy@)+Dwc)’ 
als vollständiges Integral der Gleichung (12.), welches auch unter folgende 
bequemere Form gebracht werden kann: 


13. APID BP DH+LD DIS H+DAN AU) = 0. 


Anmerkung. In einer Abhandlung zu dem Österprogramm 1834 des Gymna- 








siums zu Liegnitz: De generali quadam aequatione differentiali tertii ordinis, 
habe ich die in diesem Abschnitte enthaltene Methode von einer etwas an- 
deren Seite dargestellt. Ich gehe daselbst von der Differentialgleichung 
d?’z ( d’z ) dz? 
2 —— —3 —Z X == 0 
dzdx* dzdx ist 


aus, in welcher X und Z beliebige Functionen, respective von x und z sind, 








und ich zeige, wie die vollständige Integration dieser Gleichung auf die In- 
tegration zweier liveärer Diflerenzialgleichungen der zweiten Ordnung, von 
der Form der Gleichungen (1.) und (2.), reducirt wird. 


Abschnitt II 


Anwendung der allgemeinen Methode auf die hypergeome- 
trischen Reihen. Allgemeine Umformungen derselben; 
welche Statt haben, indem die drei Elemente 
a, ß und y beliebig sind. 
$. 4. 


Zu den Transcendenten, welche als particuläre Integrale lineärer 
Differenzialgleichungen der zweiten Ordnung angesehen werden können, 
gehört auch die bekannte bypergeometrische Reihe 


1 SCH ECHN ar, 


1.7 1.2.(7+1) 
Dieselbe ist von den vier Elementen a, ß, y und x abhängig, und wird 
als Function derselben passend durch Fa, ß, ‘y, x) bezeichnet, so dafs 


F (a, ß; Y x) —=1 + er + Hart. 


Diese Reihe, oder die Function F(«, ß,'y, =), welche wir durch diese Reihe 
definiren, soll nun den Gegenstand der folgenden Untersuchungen aus- 
machen, und zwar soll zunächst diese Funetion F(«, ß, ‘y, x) nicht mit 
Transcendenten anderer Gattungen verglichen werden, sondern es sollen 

















46 3. Kummer, uber die hypergeometrische Reihe 145. MeriAsN aa... 





1,2.y(y+1) 


einfache Gleichungen gesucht werden, welche unter verschiedenen Func- 
tionen derselben Gattung statt haben, 


Es werde nun für die allgemeine Gleichung (1.) des vorigen Ab- 
schnittes folgende specielle Gleichung angenommen: 


d’y di dy__ &. a.ß.y en 
1. da? 7 c(l— x) "dx 2; 27 Fear 0, 


welcher y=F(a,ß, y, x) als particuläres Integral genügt. Da ferner 
nur Relationen der hypergeometrischen Reihen unter einander gesucht wer- 
den, so muls für die Gleichung (2.) des vorigen Abschnittes eine Glei- 
chung von derselben Form angenommen werden. Es sei also 

9, en EEE EN dv a’, .v = 0, 





welcher das particuläre Integral v=F(«a‘, ß', y',z) genügt. Diese beiden 
Gleichungen, mit den entsprechenden Gleichungen (1.) und (2.) des vori- 
sen Abschnittes verglichen, geben 











_ r-le+?+YDx —a.ß 
alle zi—) — Zi)?’ 

y!'— («+ #'+1)z n, —. a, 
2. z(1—:z) ’ gg. z(1—:)” 


Hieraus folgt zunächst 
e/P}= =— ach ( l Zu ayrtetrt, e/Pz — zr 1— sy tet, 


Wird dies in der Gleichung (11.) des vorigen Abschnittes substi- 
tuirt, so erhält man für den Ausdruck des Multiplicators v: 


3. w" ze 6: 27 (1— are rz -y' (1— zyr tet? 9.4 AT u 


. 


Ferner ist nach den angenommenen Werthen von p, P, 9, ©: 








9d 2 Vin line.) 2.26. 0. RR Het dem 2 ehe nd de 
+ us watt 
2 +P—10 = (PN) re, FT En + r7'(7' 2 


ud wenn diese Ausdrücke in der Gleichung (12.) des vorigen a 
tes substituirt werden, so erhält man daraus die Gleichung 














ız af dz\? A’z?-FB 0 dı? As*+Bx-+C 
. nl ErtEee de Artnete_ 
dzdx* dzdx z’(l—:z) dx x? (1— x) 
wo der Kürze wegen gesetzt ist: 
A= (u«—P—1, Ad—= AA, 


B = 4aß—2y(a+ß—1), Bm da/B'—2Iy'(a’ +R’—1), 
=yy—Dd, "\vVay—?). 


rs 
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3. Kummer, über die hypergeometrische Reihe 1477 nn, ah... 47 


Die beiden Gleichungen (3.) und (4.) drücken nun, wie oben allgemein 
gezeigt worden ist, die Bedingungen aus, welche w und z erfüllen müs- 
sen, damit y= w.v, oder in dem gegenwärtigen Falle, y=wF («a‘, ß', ‘y‘, =) 
der Differenzialgleichung (1.) dieses Abschnittes genüge. 

&. % 

Es sind nun die algebraischen particulären Integrale dieser Glei- 
chung (4.) zu suchen, welche sodann für die Gleichung (1.) Integrale von 
der Form wF(a‘, ß’, y',z) geben werden. Um die Aufsuchung der alge- 
braischen particulären Integrale der Gleichung (4.) zu erleichtern, setze 
ich voraus, es soll z Function von x allein sein, also von u, ß, Y, «', PB’, y' 
ganz unabhängig; ferner sollen die Grölßsen «‘, 2’, ‘y’‘, Functionen von 
G, 7% Y sein, und zwar von folgender Form: 


a’ — NUN BLAU YHR, 
3. PF= na+twWP+uyte, 
zu vot+-vß-+v’ytv, 


wo A, X’, 4, v, etc. constante Zahlencoefficienten sind. Durch diese bei- 
den Annahmen wird scheinbar etwas von der Allgemeinheit der Unter- 
suchung aufgegeben; denn es könnte vielleicht der Fall sein, dafs die 
Gleichung (1.) noch andere Integrale von der Form y=wF(a', ß', yY', =) 
hätte, in welchen z nicht von 0, ß, y unabhängig wäre, und auch «', ß', 
y‘, als Functionen von «, ß, yY nicht die vorausgesetzte Form hätten. Es 
sollen überdies in diesem Abschnitte die drei Quantitäten a, ß und Y als 
ganz beliebig und unabhängig von einander angesehen werden. Wenn man 
nämlich Bedingungs-Gleichungen unter denselben zuläfst, so dals sie nicht 
mehr alle drei beliebig sind, so handelt es sich nicht mehr um die allge- 
meine Reihe F(«a,ß,Yy, x), sondern um speciellere Reihen dieser Art, 
weiche wir in den folgenden Abschnitten betrachten werden. 

Wenn man nun nach den angenommenen Voraussetzungen diese 
Werthe der Quantitäten «', ß’ und y’ in der Gleichung (4.) substituirt, 
so erhält man eine Gleichung, welche für jeden beliebigen Werth der 
Quantitäten a, ß und y gelten muls. Es müssen darum alle einzelnen 
Theile dieser Gleichung, welche a, P?, y’, aß, ay, By, a, ß, y zu Fac- 
toren haben für sich verschwinden, so dafs diese Gleichung in 10 einzelne 
Gleichungen zerfällt, die alle unter einander identisch sein, oder denselben 
Werth des z als Function von x gewähren müssen. Die Quantität Ax°+ 
Bx-+-C, nach dem gegenwärtigen Zwecke entwickelt, wird 
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Ax°+-Bxs+C 
= PU + HH — 2° —tr)aß— 2aay— 2 1 —a)y— er’; 

ferner wird die Entwickelung von 4’2?--B’zs-+-C’, nachdem die Werthe 
von a’, 2‘, y’ substituirt sind, folgende Form haben: 
A2+Bz+ U =h tk +HlyY+-maß+nßytpaytgatrß+sy+tt, 
wo die Quantitäten 4, k, /, m, etc. sämmtlich Trinomien von der Form 
az’+bz-Fe sind, deren nähere Bestimmung jetzt unnöthig sein würde. 
s soll nun zunächst die allgemeinste Form gefunden werden, welche z 
als Function von x haben kann. Darum würde es auch unnöthig sein, 
alle zehn Gleichungen aufzustellen, in welche die Gleichung (4.) zerfällt; 
es reicht vielmehr hin, nur diejenigen drei zu betrachten, welche man er- 
hält, indem die Theile, welche %, ß? und Y’ zu Facteren haben, für sich 
verschwinden müssen. Wenn für die Quantitäten s, & und /, Trinomien 
von der Form az’+bz-+e gesetzt werden, erhält man so die drei 
Gleichungen: 




















6 —2ı1—x) __ az’+bztc di? 
g a 1— x)? z’(1—z)* "dx*? 
- = __  a’z’+b’ztc' dz? 
i ar 1 — x)? z2(1—z)? dx?’ 
8 1 a’'’z?+-b"z-c dz? 
{ a 1—x) z22(1—z)? da?’ 


Die beiden Gleichungen (7.) und (8.) durch einander dividirt, geben nun 


9 je a'z?--b'z + c’ 
v a’z?t-bzc'” 
Die Gleichungen (6.) und (8.) durch einander dividirt, geben 
10 2lzw— 2 nz. -Fbsto ° 
a'’z?+-b’z-4.c 
Aus dieser Gleichnng (10.) ersieht man, dafs » eine rationale Function 
von x sein mufs; deshalb muls sich aus beiden Theilen der Gleichung (9.) 


die Quadratwurzel rational ausziehen lassen; also mufs x die Form haben: 
az-b 
cz-t+d’ 
und umgekehrt muls darum auch =, als Function von x, die Form haben: 


a b 
11. z FEED. Na. vie 
cxz-+-d 


> 











X 


$. 6. 
Da die so allgemeinste Form gefunden worden ist, welche die Func- 
tion x hat, so ist es leicht, alle particulären algebraischen Integrale der 
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1 
Gleichung (4.), und somit auch alle Integrale von der Form y = 
wF(a',ß',y',z) zu finden, welche der Gleichung (1.) genügen. Setzt man 


nämlich in der Gleichung (4.) 
axc--b 
cd?’ 
so findet man zunächst, dals für diesen Werth des z, 
d’z 3. 
: dzda? re N 


und deshalb geht die Gleichung (4.) in folgende über: 
19. A1x°’+4 B=T0 (adbe)% A’ (ac + b)? + B’ (ae tb) (ex -+d)+C’(cc + d)? 
x (1— x)? (axz-+b)’ (ca -+d)’((c—a)a--d— b)* 

Zähler und Nenner der beiden Theile rechts und links vom Gleichheits- 
zeichen können keine gemeinschaftlichen Factoren haben, weil «, ß und 
y beliebige Gröfsen und 4, B, C, 4’, B', C' Functionen derselben sind; 
deshalb können die beiden Nenner, und eben so die beiden Zähler sich nur 
durch einen constanten Factor 72 unterscheiden. Man hat also folgende 
zwei Gleichungen: 

13. ma?(1—x) = (ax tb) (ext d)’ (c—a)ce+d—b), 

14. m(Ax’ + bx + C) 

= (ad— be)’ (A (ax -+b)"+b'(ez+b)\(ex +d)+C(ex+d)), 
Die Gleichung (13.) giebt nun folgende sechs verschiedene Bestimmungen 
der Grölsen «a, b, c, d und m: 





z = 

















1) e=0, 5 = 0, a—d—(, m— u, 
2) e=(, d—b=0, ab = 0, m za 0°, 
15. / 3) ae=U, d=0, —b—=0(, m = 6b, 
4) a=(, d—b=0, c+d=(, m u B°, 
I) c—a—=(, b=(, c+d = 0, m = e, 
6) c—a==(, d = 0, c+b =0, m = B5, 


und wenn diese Werthe in der Gleichung (11.) substituirt werden, so hat 
man folgende Werthe des z: 


, . 1 
\1) zmN, 2) s=1—r, 53) s=—; 


16. 
B =, 9) =; 6) ee 
Nachdem nun diese Werthe des z aus den Gleichungen (11.) und (13.) ge- 
funden sind, müssen zunächst aus der Gleichung (14.) die Werthe der Grölsen 
a, ß’ und y‘ durch @, 2 und y bestimmt werden, welche einem jeden 
dieser 6 Werthe des z zukommen, 


" Cralle’s Journal d. M. Bd.XY, Hft.l. 7 
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1.2. y(y+1) 
Nimmt man den Werth s=x, für lm e—=0, b=0, a—d 


=(, m=a', und substituirt dies in der Gleichung (14.), so geht dieselbe 
über in: 


A®+Bz+C0= 40 +Bo+0C, 


und weil diese Gleichung für jeden beliebigen Werth des x bestehen muls, 
so hat man: 


Aus #, BB‘, =, 


und wenn die bei (4.) angegebenen Werthe dieser Quantitäten genommen 
werden: 

(—P = («—P'), 
aß — ya +1) = Au —2y (a +1), yYy-deyy—d, 


welchen Gleichungen auf die vier verschiedene Arten genügt werden kann: 


I) W =u, Bß'’=Bß, y-=Y,%, 
2) W = y—u, P=Yy-—-Bß, Yy=y 
3) W=a-y+tl, B=ßoyH, Yy2-y 
4), “= 1—ıu, B=1—Bß, y= 2. 


Indem man diese Wertbe in der Gleichung (3.) substituirt, in welcher 
z=x genommen werden muls, findet man folgende vier Werthe des 
Multiplieators zw, welche diesen vier Werthen von «‘, P’, Y’ entsprechen: 
)) wine, 2) vw = cl), 3) wmeca”, 
4) w = ca), 
Man hat also endlich folgende vier particuläre Integrale der Gleichung 


(1.) von der Form y=wF‘(a‘, ß',y',z), welche dem Werthe z=x au- 
gehören: 


1) y = I (a, ß, Y: x), 

2) y = A— a) F (y—d Y— —ß, y, x), 

3) y= «'"7Fla—y-+1, B—y+1, 2—y, x) 
4) y—= «rl ala, 1—Pß, 2—y 8) 


Auf dieselbe Weise kann man nun für die übrigen fünf Werthe des 
z sämmtliche Integrale der Gleichung (1.) finden, welche die Form 
wF(w',ß,y‘,z) haben. Man wird so, ebenfalls wie in diesem Falle, für 
jeden einzelnen Werth des z vier verschiedene Bestimmungen der Grö- 
[sen a‘, ß‘, y’ finden, und also auch vier verschiedene Integrale von der 
Form y=wf£f(a‘,ß', y',z), so dals deren Gesammtzahl 24 beträgt. 








.. „R 1) Ada 
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Man hat jedoch nicht nöthig, diese 24 Integrale auf diese etwas 
weitläuftige Weise zu suchen, indem für die Auffindung derselben einige 
sehr einfache Bemerkungen hinreichen, welche, da sie auch um des Fol- 
genden willen von Wichtigkeit sind, hier mitgetheilt werden sollen. 

1. Die Gleichung (4.) bleibt unverändert, wenn man in derselben 
setzt: y’—u’ statt a’, y’—Pß’ statt £’. Dann verwandelt sich aber, nach 
Gleichung (3.), der Multiplicator » in (1— zw. Also wenn y= 
wF(a'‘,ß‘,y'‘,z) der Differenzialgleichung (1.) genügt, so mu[s derselben 
auch das Integral y= 1— 2)" wI(y’—u/, y—P', y', z) genügen. 

2. Die Gleichung (4.) bleibt unverändert, wenn man in derselben 
setzt: 2—y‘ statt y/, a —y’+1 statt a’, B’— y’—+1 statt ß‘. Dann ver- 
wandelt sich aber, nach Gleichung (3.), vw in zw. Also wenn y= 
wF(wa,ß‘,y‘,z) der Differenzialgleichung (1.) genügt, so genügt derselben 
auch y=:7"wF(— y'+1,ß’— yY+1, 2—y', 2). 

3. Die Gleichung (4.) bleibt unverändert, wenn man in derselben 
setzt: 2—y’ statt y‘, 1— a’ statt @/, 1—P’ statt ß’. Dann verwandelt sich 
aber, nach Gleichung (3.), w in 27 (1—z)7="w. Also wenn das In- 
tegral y=wF(w,ß’, y',z) der Differenzialgleichung (1.) genügt, so mufs 
derselben auch y = "7 (1— 27" wFy— a‘, 1—P', 2 — Y',z) genügen. 

Durch diese drei Sätze, deren dritter eigentlich schon in den bei- 
den ersten enthalten ist, wird man aus einem Integrale allemal drei an- 
dere herleiten können, welche denselben Werth des letzten Elementes 
haben. Um noch alle übrigen Integrale für die anderen Werthe des x 
herleiten zu können, reichen folgende zwei Sätze hin. 

4. Die Gleichung (4.) bleibt unverändert, wenn man in derselben 
setzt: 1—z statt z und «+ ß’—y’+1 statt y‘. Aus der Gleichung (3.) er- 
sieht man ferner, dafs auch v dann unverändert bleibt. Also wenn y= 
wF(a,ß’,y‘, z) der Differenzialgleichung (1l.) genügt, so genügt dersel- 
ben auch das Integral y= Fa‘, ß', a +ß’— y'-H1,1—2). 

9. Die Gleichung (4.) bleibt unverändert, wenn man in derselben 
setzt: — statt z und y’—P’ statt £”. Dann verwandelt sich aber, naclı 
Gleichung (3.), w in (1—:)"w. Also wenn y=wFa‘, 2‘, y',z) der 
Differenzialgleichung (1.) genügt, so genügt derselben auch 

y= 1-37" wFla,y'—P, y,:)- 
7 * 
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Vermittelst der fünf Sätze des vorigen Paragraphen kann man nun 
aus dem einzigen bekannten Integrale der Gleichung (1.), nämlich y = 
F(a,ß,y, x), folgende 24 herleiten, welches, wie wir oben gesehen ha- 
ben, die Gesammtzahl der Integrale ist, die unter den gemachten Voraus- 
setzungen Statt haben können: 


l) 


‘) 


3) 
4) 
9) 
6) 
7) 
8) 


9) 


10) 


I (0, ß, Y» x); 

f \yll— A ’ PEN a 
(d—r)Fry—a y—ß, Y x) 
7 F(a—y-+1,ß—y-+1,2—y, 2), 


a Ey Fi—a, 1—ß, 2—Y, 8), 


F (a, ß, a«+ß—y-H1, 1— x), 

x Fa—y+1,ßB—y+1, at ß—y-+H1, 1), 
Ad— a Try, y—ß, Yy— a—ß-+-1,1— x), 
9 da FAl—a, 1—ß,y—a—PB--1, io), 


x F(a, a—y-+1,a—ß-+1, =), 

= F(B, B-y+1,B—a+1, —), 

ze l—a)rePH (1—a, y-—u,ß—a+tl, 2, 
ar 1—a)r-e FB, y—-ß,.—ß+1, —) 
ee 
ER 

ar 1a) Fly +1, 1—B, a ß+1,——), 


2 Y 1 
a l— iR (B—y +1, 1—a,ß—a+1, =); 


N\—ü . PR 
RE N 





US Flß, y—a,y,—-), 

271) Fla—y+1,1—ß,2—y, —-), 
a A— a) F(ß—y +1, 1—u, 2—y, a) 
== Fa, a—y-+1,a+B—y+1, =), 
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n —1 
22) a’! (ß, B—y+H1,a+P—y+1, —), 
233) rar a, y—a, y—a—ß+1,°Z"), 
24) Ara) rlI—ß,y—B,y—a-P+1,2). 


x 





Aus dem bekannten ersten Integrale folgen nämlich nach den drei ersten 
Sitzen des vorigen Paragraphen die Integrale 2, 3 und 4; aus 1, 2, 3, 4 
folgen nach dem vierten Lehrsatze 5, 6, 7 und 8; aus diesen sodann 
nach dem fünften Satze AH, 3, 2% und 24; aus diesen nach dem vierten 
Lehrsatze 9, 10, 11 und 12; aus diesen wieder nach dem fünften Lehr- 
satze 13, 14, 15. und 16, und aus diesen endlich leitet man nach dem 
vierten Satze die Integrale 17, 18, 19 und 20 ab. 


$.9 
Da nun alle particulären Integrale der Gleichung (1.), welche die 
vorausgesetzte Form haben, gefunden sind, so sind nun die Gleichungen 
zu bilden, welche unter denselben statt haben müssen. Wenn nämlich 
Y,, Y,, und y,,, drei beliebige dieser particulären Integrale bezeichnen, so 
findet unter denselben eine Gleichung von der Form 
y=ayı toy 
statt, wie im ersten Abschnitte gezeigt worden ist. Zunächst aber mag 
bemerkt werden, dafs es unter den 24 Integralen auch solche geben kann, 
für welche eine der Constanten @ oder 5 gleich O wird, und welche sich 
also nur durch einen constanten Factor unterscheiden, In dieser Hinsicht 
soll folgender Satz bewiesen werden: 
Wenn man mehrere Integrale der Gleichung (1.) hat, welche sich 
nach ganzen aufsteigenden Potenzen von x entwickeln lassen, so kün- 
nen sich dieselben nur durch constante Factoren von einander uu- 


terscheiden. *) 





*) Dieser Satz mufs jedoch mit einiger Vorsicht angewendet werden, damit ınan 
nicht zu voreilig schlielse, dafs ein Integral sich nach ganzen aufsteigenden Potenzen 
von x entwickeln lasse. So z.B. scheint das Integral 


. F(e, #, EB Ein RR 
pen a.8.(1— x) &(@ +1) )(1— x)? 
= IF TH HD Te r HD le HR Far 


wenn die Potenzen von 1—x entwickelt werden, allerdings die Form anzunehmen: 
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Setzt man nämlich für y die Form y=4+Bx+Cx’-+...., so 
kann man aus der Gleichung (1.) nur das eine Integral y= AF(a,P,Yy, x) 
erhalten: alle Integrale also, welche die Form 4+Bxr-+-Cx-+.... an- 
nehmen können, oder sich nach ganzen steigenden Potenzen von x ent- 
wickeln lassen, werden sich von dem Integrale 4.F(a,ß, y, x), und des- 
halb auch unter einander selbst, nur durch die constanten Factoren un- 
terscheiden. 

Solche Integrale nun, welche sich nach ganzen steigenden Poten- 
zen von x entwickeln lassen, sind unter andern die Integrale 1, 2 und 
17 des 8. 8.: 

F(a,ß,y,x); d— am Fy—-a,y—ß,y,x) und 


u (c, 2 u oe —_); 


z—l 
man hat also nach dem so eben bewiesenen Satze folgende zwei Gleichungen: 
F (a, ß, ya)= A4( — 1) F(y—o, « Kar ß, Y %), 


ji SEN x 
F(a,ß, Y: x) = Al TER (a, y—Bß, Y; —&.). 


c—i1 
Setzt man 2 =(, so werden die Werthe der beiden constanten Factoren 
bestimmt, nämlich Z=1, 4 =1. Man hat also die beiden einfachen 
Gleichungen: 


17. I (ds ß, Y; x, — ( | — a) F(y u an 3 Ares ß, Y; x). 
/ —(ü ur nd 
(—z)° 4 (By, 4). 


Dies sind jene beiden Umformungen dieser hypergeometrischen Reihe, 
welche zuerst von Euler gefunden, und nachher auf verschiedene Arten 
hergeleitet worden sind. Die einfachste Art, die Richtigkeit derselben « 
posteriori zu beweisen, besteht darin, dafs man die Theile rechts vom 
Gleichheitszeichen wirklich nach Potenzen von x entwickelt, wodurch 
diese Gleichungen identisch werden. 





i 


18, F(a,ß, Y: 7) 





Flo, , at ß—y-+H,1—a) = A+Bx+ Ca +....: 
wenn man jedoch die Wertlie der Coeflicienten 4, B, C, etc. näher untersucht, so 
findet man leicht, dals im allgemeinen der kte Coefficient durch die unendliche Reihe 
Fatrk, tr a +P—y-+k-+1,1) ausgedrückt wird. Diese Reihe: hat aber: nur 
dann einen bestimmten Werth, wenn. sie wirklich convergirt, welches (vergl. Gaufs 
Abhdlg pag. 10) nur dann der Fall ist, wenn 1—y—k positiv. Die Üoefficienten 
dieser Entwickelung von Fe, $f, e+#P?—y-+1, 1—x) werden deshalb, von einem 
bestimmten an, alle divergirende Reihen sein; woraus man schliefsen mufs, dals die- 
ses Intezral eine Entwickelung von dieser Form nicht annehmen kann. 
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Es kann hier bemerkt werden, dafs die Gleichung (17.) sich auf 
sehr einfache Weise aus der Gleichung (18.) ableiten lälst. Vertauscht man 


nämlich in dieser & mit ß, so erhält man 

F(ß, 0, 'Y; x) = (1 — ı) F(ß, Y-%Y —_.), 
und weil F(ß,«,y,2)=F(a,ß,y,x), so folgt aus dieser und der Glei- 
chung (18.): 


1-2) F(ay—ß 1) = U-D* Fl y—ay =). 


statt x, und Y—Pß statt ß, so erhält man 





Setzt man hierin 
c—1 


Fa,ß,yx) = A) "PFlYy—ay—P,Y 8); 
welches die Gleichung (17.) ist. 
$. 10. 

Vermittelst der beiden Gleichungen (17.) und (18.) findet man nun, 
dals von den 24 Integralen des $. 8. immer je vier einander gleich sind, 
nämlich 1, 2, 17 und 18; 5, 4, 19 und 20; 5, 6, 21 und 22; 7, 8, 23 
und 24; 9, 12, 13 und 15; 10, 11, 14 und 16. Nimmt man daher von 
jeder dieser sechs Classen ein beliebiges Integral, so hat man nur sechs von 
einander verschiedene Gleichungen, aus welchen audere von der Form y, = 
ay,-t2y,,, gebildet werden sollen. Als diese mögen angenommen wer- 
den die Integrale 1, 3, 5, 7, 13 und 14. Ich bemerke ferner, dals die 
Integrale 5 und 7 mit den Integralen 13 und 14 nicht zu Gleichungen 
verbunden werden können, weil die einen allemal divergirende Reihen sind, 
für die Werthe des x, für welche die anderen convergiren, so lange we- 
nigstens x einen realen Werth hat. Es sind also nur noch aus je dreien 
der Integrale 1, 3, 5 und 7, und aus je dreien der Integrale I, 3, 13 und 
14 die Gleichungen zu formiren. Man sieht aber leicht ein, dals einer 
jeden Gleichung unter drei Reihen 7, in welcher die unveränderte Func- 
tion F'(a,ß,’y,a) nicht vorkommt, augenblicklich eine solche Form ge- 
geben werden kann, dals diese unveränderte Function darin vorkommt, 
so dals alle Gleichungen zu dreien Reihen F, in welchen diese unver- 
änderte Function Fa, ß,Y, x), oder das Integral 1, nicht vorkommt, schon 
in denen enthalten sein müssen, in welchen dieselbe vorkommt. Es blei- 
ben daher nur noch diejenigen 6 ursprüngliche Gleichungen zu bilden, welche 
unter den Integralen 1, 3 und 5; 1, 3 und 7; I, 5 und 7; 1, 3 und 
13; 1, 3 und 14, Statt haben. 











ala+1) Alf+1) 2 + 
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Verbindet man zunächst die drei Integrale 1, 3 und 5 zu einer 
Gleichung von der Form y,=ay,,+by,,,, so erhält man: 


19. F(a,ß,y, x) 
= Az Fa yH1,B—y+1,2—y2)+BF@ß a+ß—y+1,1—r). 
Um nun die Gonstanten dieser Gleichung zu bestimmen, ist es nöthig, den 
wirklichen Werth der allgemeinen Reihe F(w, ß,Y, x) für zwei bestimmte 
Werthe des letzten Elementes x zu kennen. Nun ist aber für x =:0 die 
Summe der Reihe 7(«,ß,y,0)=1. Ein anderer Werth des x, für wel- 
chen man die Summe dieser Reihe ebenfalls durch bekannte Functionen 
ausdrücken kann, ist der Werth =1. Die Summe der Reihe F'(a,ß,yt) 
käilst sich nämlich durch die transcendente Function 77 ausdrücken, welche 
G aufs unter dieser Bezeichuung in der erwähnten Abhandlung betrachtet 
hat. Dieselbe Function ist bekannier unter dem Namen der Function 
Gamma und dem Zeichen /, unter welchem sie von Legendre in den 
Fxercices de calcul integral behandelt worden ist. Gaufs hat pag. 28 
der Abhandlung gezeigt, dais 
Ka en 
r—e—)Uy—P—1 





Um nun durch die Fälle e=0 und x =1 die Constanten der Glei- 
chung (19.) zu bestimmen, setze ich voraus, es soll 1—y positiv sein, da- 
mit für =0 auch #7 =0 werde und F(a,ß,&@+ß—Y-+1,1) eine 
convergirende Reihe sei. Ehen so setze ich voraus, es soll V—4—ß posi- 
tiv sein, damit F(«,ß,y 1) und Z(a—y-+1,ß—y-+1,2—% 1) conver- 
girende Reihen seien. Dieses vorausgesetzt, erhält man durch x =0: 

i = BF@W,ß,a+ß—y+1,1), 





und durch z = 1: 


(a, ß, Y: 1) ir AFlk—y+l,ß—Y+l, 2 u! )+ RB: 


1 
Fa, f,a+ß—y-+1,1)° 
er Fa, ,y, 1) F(a, ,a+P—y +1, 1)—1 
Fa, d,a#-P—- +11) Fle—y-+1P—r+1,2—7,D 
Drückt man nun diese Reihen /, deren letztes Element die Einheit ist, 
durch die Funetion 7/ aus, so erhält man nach den gehörigen- Reductionen 
folgende Werthe der beiden Constanten A und 3 in der Gleichung (19): 


20, ’_r- IKy—1) Hf@a— y) H1(P— 7) B— IH@— y)l1I($— 7) 


also ist 
B 














Hi-y)I@-U)NUB—1)’ He +P—-y)U—r)? 
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Es sind nun zwar diese Constanten unter der Voraussetzung bestimmt 
worden, dafs 1—y und y—a—ß positiv seien, allein man kann sich 
überzeugen dals dieselben Bestimmungen ebenfalls für alle anderen Fälle 
passen; denn hätte man zur Bestimmung dieser Constanten nicht grade die 
beiden Werthe z=0 und ze=1 genommen, sondern zwei beliebige echte 
Brüche, so würden die genannten Bedingungen ganz überflüssig gewesen 
sein, und es ist klar, dals man auch keine anderen Werthe dieser Con- 
stanten hätte finden können. Da aber die Allgemeingültigkeit der For- 
mel (19.) mit den Werthen der Constanten, welche bei (20.) angegeben 
sind, von Wichtigkeit ist, so mag der Beweis noch direct geführt werden. 
Hierbei sind drei Fälle zu unterscheiden: 

Wenn erstens in Formel (19.) 1—y negativ und y„—a—ß posi- 
tiv ist, so verwandle man vor der Bestimmung der Constanten die dritte 
Function F dieser Gleichung nach Formel (17.), wodurch man erhält: 

F(a, ß, Y &) us Ax"'F(a—y-1, ßB—Yy-H1, 2—Yy, %) 
+ Ba YFla—y+1,6—y+1l,0+Bß—y+1,1— x). 
Dividirt man nun durch x'?, und setzt sodann z=0 und x =1, so er- 
hält man: 


0= A+BFla—y+1,ß—y+l,a+ß—y-+1,1), 
Faß,y1)= dAFla—y+1l,ß—y+1,2—yD+B, 
und bieraus, indem man die Reihen F durch die Function 77 ausdrückt, 
ganz dieselben Werthe der Constanten, welche bei (20.) gefunden wor- 





den sind. 

Wenn zweitens 1—Yy positiv und y—a—ß negativ ist, so ver- 
wandle man die beiden ersten Reihen # der Gleichung (19.) nach Feor- 
mel (17.), wodurch 

1-2) Fy—a,y—B,Y x) 
= A277 1-7 Flo, 1—ß,2—yx)+Blla,ß,a+ß—y+1,1—x). 
Man dividire nun durch (1— x)/”"? und setze =() und x =1, so er- 
hält man die beiden Gleichungen 
FYy—ay—ßyD) = AFl- a, 1—ß,2—y, 1), 
1=BFaßa+tp—y+Hı1, 
welche ganz dieselben Werthe der Constanten 4 und B geben. 

Wenn endlich drittens 1—y negativ und Y—a—P negativ, so ver- 
wandle man alle drei Reihen # der Gleichung (19.) nach Formel (17.), 
wodurch man erhält: 

Crelle’s Journal d. M. Bd. XV. Hft.1. 8 














ct «(a+1) A5+t) „3 
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da Fy—a, y—ß, y, &) 

= Aal la) Fila, 1, 2—y, 8) 

+ Bz'Fa—y+1, B—y+1, a+ß—y-H, 1—2). 
Dividirt man nun durch "7 (1L— x)7"°"? und setzt = 0 und x =1, so ist 

= A+BF(a—y-+1, B-Y+1, at —y+1, 1), 

Fy—a, Y-B, Y ) = AF(1l—o, 1—Bß, um yı 1). 
Auch aus diesen Gleichungen erhält man, nachdem die Reihen # durch 
die Function // ausgedrückt sind, keine anderen Werthe der Constanten 
A und B als die obigen, so dafs dieselben also richtig sind, wenn die 
Quantitäten 1—y und y—a—ß beliebig positiv oder negativ sind. 


% 11. 

Zur besseren Übersicht wollen wir nun die sechs Gleichungen, 
welche aus den Integralen I, 3 und 5; 1, 3 und 7; 1,5 und 7; 1,3 
und 13; 1, 3 und 14; 1, 13 und 14 gebildet werden können, mit den 
zugehörigen Werthen ihrer Constanten hier zusammenstellen, wobei die 
unv eränderte Function /'(a,ß, Y; x) einfach durch F bezeichnet werden soll. 


F= 4x'7 F(le—y+1, B—y+1, 2—y, x)+B F(a, ß, a+ß—-y+1,1—x), 
































21. P II(y—1) (ea — y) I(ß—}) PR II(@ —y) II($— y) 
© 7 HAa—y)IHke@—1)1Iß—1)’ — IKa+pß—y)II—r)' 
F= A,x«'Fae—y+l, P—y+1,2—7, x) 
22. +B, 7 Fy—a, y—B,7y—a—p+1,1— 2), 
Bow II(y—1) IT(— a) IT(— #) rn — _A-oH(- 9 
ı = TA yJ)Oy—e—1)UQW—B-1), °*7Ug-e AM y) 
F= A; F(e, ß, @e+P—y-+l, 1— x) 
23 + B, 1— a) F(y—a, v—ß, y—-—a— PH, 1— x), 
I, — To -DUG—e—R—N) 5, — IO—VMe+8—r+N 
7 I —a—)IUyr— pP)’ RR JI(@—1) HU($#—1) 5 
F= A,(1—2)7Fle—y+1, ß—y +1, 2-7, x) 
vn 1 
ri + B, (1-2) F(@, 7—ß,@-8+1, —), 
u Iy-N)Wa—y)II—P) a II(— $, II(@«e— y) 
377 UZit—yIKe— 1) Hy— P—1)’ ı 7 Ha — A)1I—y)’ 
= A,1—»)'7 Fle—y-+1l, P- +1, 2—7, x) 
as. + BU) F(3, y—a, 8—a+1, —), 
4. — Mb -V Ap—-ND-e) 5, — IC @—y) 
* Ht-yHß—1)Hy—a—i)' * De) ilk— 7)’ 
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P= Art 2)-F (x, vB, @e— PH, -—) 


‘ 








a 1 
26. +B, (1-2) F(8 ya, P-e-+1, ——): 
4, — NO ZNI@—e—N) 5, — Ur ZVHla--B—1) 
‚ 7 ZIB—1)Uy—a—t)' ° 7 He —1) Hy — 8 —1) 


Die Constanten dieser anderen fünf Gleichungen (22. bis 26.) sind nicht 
auf demselben, etwas mühsamen Wege gefunden worden, wie die der Glei- 
chung (21.) oder (19.), sondern diese Gleichungen, zugleich mit den Wer- 
then ihrer Constanten, sind alle aus der Gleichung (21.) hergeleitet wor- 
den. Setzt man nämlich in (21.) y—u statt «, y-—P statt ß, und ver- 
wandelt die beiden ersten Reihen /' dieser Gleichung nach Formel (17.), 
so erhält man die Gleichung (22.). Eliminirt man nun aus (21.) und 
(22.) die Function F(a—y+1,ß—y+1,2—y, x), so erhält man die 
Gleichung (23.). Die Gleichung (24.) erhält man aus (21.), indem man in 
dieser die beiden Functionen Fa, ß, y x) und F(a—y+1,ß—y+1,2—y, x) 


nach der Formel (18.) verwandelt und sodann y—Pß statt ß und —— 


statt x, setzt. Durch Vertauschung von « und ß erhält man aus (24.) 
sogleich (25.), und aus diesen beiden wieder (26.) durch Elimination der 
Function Fa —y-+1,ß—y+1,2—y x). 

Alle übrigen Gleichungen, welche aus den 24 Integralen des $. 8. 
gebildet werden können, lassen sich aus diesen sechs ableiten, indem die 
eine, oder die andere, oder beide Functionen rechts vom Gleichheitszei- 
chen nach den Formeln (17.) oder (18.) verwandelt werden. Es würde 
zu weitläuftig sein, alle diese leichten Verwandlungen wirklich auszuführen 
und hier aufzunehmen; es wird binreichen, zu bemerken, dals die An- 
zahl aller dieser Gleichungen, welche nicht mit einander identisch sind, 
60 beträgt, wobei alle diejenigen nicht mitgerechnet sind, in welchen con- 
vergirende Reihen F mit divergirenden zusammen verbunden sein wür- 
den. Rechnet man von diesen noch diejenigen ab, welche blofs durch 
Vertauschung von « und ß aus den andern abgeleitet sind, wie (25.) aus 
(24.), so ist die Anzahl derselben 50, 

Wir haben oben bemerkt, dafs die Formel (17.) sich aus (18.) ab- 
leiten läülst; ferner ist gezeigt worden, wie die Formeln (21. bis 26.) 
sich alle aus (19.) ableiten lassen, und -aus diesen wieder 54 andere. 


Alle bis jetzt gefundenen Formeln für die Verwandlung der Reihe 7 («,ß,y, x), 
5 # 
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deren Gesammtzahl 62 ist, können aus folgenden zweien abgeleitet werden: 
v/ 3° m 2. cc 
[ (0, P, Y &) = (l— x) I (,y—ß, Yo) 
F (a, ß, y, &,) 

—= Ax 7 F(a—y+1,8—y+1,2—y,x) + BF(a, ß, a+tß—y+1,1—x), 
und diese können daher als Fundamentalgleichungen für die Verwandlung 
dieser Reihe gelten. 

$. 12, 
Verwandelt man in der Formel (26.) $. 11. die beiden Reihen 
rechts vom Gleichheitszeichen nach Formel (18.), so erhält man: 


27. F (a, ß, Y, x) — A(—2)"F (ma—y+1, a— ß-+1, —) 
+B, (a) F (ß,ß—y-+1, B—a+1,—). 


Wenn in dieser Formel der absolute Werth von x <{1 angenommen wird, 
so convergirt die Reihe links vom Gleichheitszeichen, die beiden andern 
aber divergiren; wird aber der absolute Werth von «_>1 angenommen, 
so divergirt die erste Reihe, die beiden andern aber convergiren., Die 
Gleichung (27.) scheint daher ganz unbrauchbar zu sein. Nichtsdestowe- 
niger aber hat auch eine solche Gleichung noch einen richtigen Sinn, und 
zwar den, dals, wenn irgend eine Function von x für die Werthe des x, 
welche kleiner als die Einheit sind, in die Reihe links vom Gleichheits- 
zeichen sich entwickeln lälst, dieselbe für die Werthe des x, welche grölser 
als 1 sind, in die beiden Reihen rechts vom Gleichheitszeichen entwickelt 
werden kann. Setzt man zum Beispiel in der Formel (27.) «=, ß=1, 
y=1, =—-z’, so erhält man, wenn mit 3 multiplieirt wird: 


l A sc Bu 1 
sF(4,1,3,—2) = —euzf Fr 1, ,——) 
in der That läfst sich aber die Function arc. tang.z, wenn z<{1 ist, in 


. . u 2 "TI WER 1 1 
die Reihe <F(}, 1,2, —z°), und, wenn z>1 ist, in — — —r(}, 1,35 —-;) 


convergirend entwickeln. Aufserdem werden wir in der Folge noch ein- 
mal Gelegenheit haben, diese Formel (27.) auf eine gewisse Art der Ver- 
wandlung semiconvergenter Reihen in stets convergirende anzuwenden. 





Was die Anwendung der hier gefundenen Formeln betrifft, so mag 
es für jetzt hinreichen, kurz anzudeuten, welchen Nutzen dieselben für die 
Berechnung numerischer Werthe der Reihe #'(«, ß,y,x) gewähren. Durch 
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die Formel (18.) kann man jede Reihe, in welcher das letzte Element x 
negativ ist, in eine andere umformen, in welcher dasselbe positiv ist. Fer- 
ner kann man durch die Formel (23.) jede Reihe 7'(«, ß, y, x), in welcher 
x positiv und >23, durch zwei andere ausdrücken, deren letztes Element 
< 2 ist. Besonders diese Umformung ist für die numerische Berechnung 
höchst vortheilhaft; denn da die Reihe 7 nach Potenzen des letzten Ele- 
mentes geordnet ist, so wird sie desto rascher convergiren, je kleiner das- 
selbe ist. Im ungünstigsten Falle, wo das letzte Element dem Werthe 3 
sehr nahe kommt, wird man die Werthe der Function F' (a, 2, Yy, x) immer 
noch durch Reihen berechnen können, iu denen jedes folgende Glied klei- 
ner als die Hälfte des vorhergehenden ist. Indessen leidet diese Regel 
eine Ausnahme: die Reihe F(«,ß, y, x) lälst sich nämlich nicht durch zwei 
Reihen ansdrücken, deren letzte Elemente 1—x sind, sobald y—a—ß 
eine ganze positive oder negative Zahl ist; in diesem Falle schliefst näm- 
lich die Formel (23.) unendliche Quantitäten ein, und wird dadurch un- 
brauchbar. 


$. 13, 
Aulser diesen Gleichungen zwischen zwei und drei Functionen F 
läfst sich aus den gefundenen particulären Integralen der Gleichung (1.), 
welche im Paragraph 8. zusammengestellt sind, noch eine ganz andere 
Art von Gleichungen ableiten. 
Wenn nämlich die Differenzialgleichung (1.) durch zwei Integrale 
erfüllt wird, welche ich durch y, und Yy,, bezeichne, so ist: 
a? + le tft day, __eßy, _ 0, 


a(1— x) "dx all—x) 


r = ‚—(a+P+1)x dy,, a Ay, 2 
+ z(1— x) "dx  z(l—x) ra Rh 


Multiplicirt man die erste dieser beiden Gleichungen mit y,,, die zweite 
mit y,, und SUONNFE so erhält man: 
d’y d?yı — 1 dy, dyn 

a} FFEu + Z ein a : rel e Mm Ir) = (. 





















I 72% d.ac* x(1—x) ” ds Yı dx 
d „ 5 . .. a 
Setzt man y,, LE ; =j7, so geht diese Gleichung über in: 
aP ı Y-le+P+Nz „_ 
da ” (1 —x) a 


und das Integral dieser Gleichung ist 
= Cat — , 
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Setzt man nun für 7 seinen Werth zurück, so hat man folgende Glei- 
chung zwischen den zwei Integralen y, und y,, und ihren ersten Differen- 


zialquotienten: 


‘ dy dy, yerr lieh: 
Ne Cart), 


Man vergleiche hierüber eine Abhandlung von Abel in diesem Journale 
Band Il. pag. 22. 
Nimmt man nun zunächst die beiden Integrale 1 und 3, $. 8.: 
Y,= F(4ß,y x) y, = «= "F(a—y+1,ß-y+1,2—y, x), 
so wird: 








dy,, Mr 
——_ n. l («+1,ß+1, y-+1,x) 








dx 
dy, _y y e 
= (I-VaTFa—y+1,Bß—y+1,2—y,2) 
— 41)? — Go tu 
+ EI TIP Fa y +2, B—y+3 3ey,2). 


27 
Diese Werthe in der Gleichung (28.) substituirt, geben, nachdem durch 
x dividirt ist: 
Cd “ezr («—7+1,#—7+1,2— 7,2) F@+1, ß+1,7-+, &) 


- Fla, 8,7, ®) (1-7) Fa—y+1,8-7+1,2—7, 2) 
_y1)(—r-41 
EN. ? = nu ’+ )zFla—y+2, P—r+2, 3—y, z)). 
Setzt man zur Bestimmung der Constante r= (0, so findet man C=y—1, 
und man kann diese Gleichung so darstellen: 


29. Fa, ,y,x) F.e—-y+1, P—7+1,2—7, &) 
+> Fr D ne Flc+, B+1, 7+1, ®) F(e—y-1, ß—y-H1, 2—y, x) 
— 
+ (e era, ß, Y5 x) F(@—y+2, P—r+2, 3—y, 2%) = (d— u, 
= N) —7) 
Wir wollen noch eine andere Formel dieser Art herleiten aus den 
beiden Integralen 1, und 5, des $. 8., 


y, = YFka, BY %), Yu = Fa, BR, a +t$ß—y+1,1—e), 

















woraus A 
iv = ER Fa+,B+1,y+, 2) 
Ay _ _ Eh Fate +h +, 1a 








dx «+ —y+ 


Diese Werthe in der Gleichung (28.) substituirt, geben, wenn durch 


a.ß 
7 
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dividirt und dies mit der noch zu bestimmenden Constante C verbun- 


den wird: 


30. Faß, a +ß—y+1,1—x)F(a-+1,ß-H, y+1,x) 


+ ey ee F (a, ß, Yı a th «+ßB—y+2, 1— x) 
= Cr (l— se), 


Um die Constante C zu bestimmen, verwandle man die beiden Reihen 
F (a, ß, a+ß—y+1,1—x) und F(a +1, B+1,a+ß—y+2,1— x) nach 
Formel (17.), so erhält man, nachdem durch x”7 dividirt ist, 


31. z=Fla—y+1, B-y+1,a+ß—y+1,1— x) F(a+1,ß+1,y+1,x) 
F(a, ß, % x) FCa—y+1, B—y+1, a+ß—y+2, 1— x) 


== Cl— za) % 
Wird nun z=0 gesetzt so ist 
32. 0= Go mFa-ytl, P—y+1l,a+ß—y+23, 1) 
__ Ilfe+ß—y)II(y) 
0 UKa)Iiß) ° 
Die Gleichungen (29.) und (30.) lassen sich auf unendlich verschiedene 
Arten umformen und vervielfältigen; nämlich nicht nur durch die im 
$.9. und $. 11. gefundenen Verwandlungen der Reihe F(«a,ß, y, x), son- 
dern auch durch die Reductionsformeln, welche Gaufs in seiner Abhand- 
lung pag. 9 bis 12 unter dem Namen relationes inter functiones conti- 
guas aufgestellt hat. Wir wollen einige dieser Verwandlungen auf die 
Formel (31.) anwenden. 
Wenn in (31.) die beiden Reihen F(«,ß,y,x) und F(a+1,ß-H1, y+1, x) 
nach Formel (17.) verwandelt werden, sodann durch (1i— x)7-?-! divi- 
dirt und für C sein Werth gesetzt wird, so ist: 
z(a—y+1,ß—y+1l,a+ß—y+1,1—z)Fy—ay—Bß, y+1,x) 
+ Fa, Y-B, 9 2) Fa—y+1,B—Y+1,a+B—y+2,1— 2) 
_ Heat nu 
II(«) II(P) 
Wird ferner Y—a statt « und y—P statt ß gesetzt, so wird 
33. x Fi1—a, 1—Pß, y-a—Pß-+1,1—x)F(a,ß, y+1, x) 
+ IE) 70, 8,1, 2) Fll=a, 1-8, y—a—ß+2, 1-2) 
_ Hiy-e- AU) 
Are) AW—B)" 








Y 
TaFR FH 
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1.2.y(y-+1) 


Nun ist aber nach einer bekannten Reductionsformel (Gaufs Abhdl. 
pag. 9. Gl. 8.) 
x a, 9, y+1,0) = G(Fa—1, 8, y,)—(l— 2) F(a, ß,y,2)), 
und daher auch 
(1—x) Fil—a, 1—ß, yv—.—ß+2, 1—r) = 


y-a—ß+ 
ET (F—a,1-8, 7-0 —ß+,1-2)—aFd—a, 1-ß,7—e-ß-H,1-2)). 


” 





Y —N 
Werden diese Werthe in (33.) substituirt, so erhält man, nach einigen 
Reductionen, folgende Gleichung: 

34. (y— —ß) Fe, ß, I 2) Fa, ip, aa «— A-H, 1— x) 
+(r—e) F(e—1, 8, y, x) Fi—e, 1—ß, y— 2 — +1, 1— x) 
— (—a+(«e— P)x) Fle, P,y, x) Fi—e, 1-5, y—a— +1, 1— ) 
. „Hu-DAy-—e— 7) 
“ Uy—e.—1)Hy—f—1)' 
In der Folge werden wir Gelegenheit haben, von dieser Formel eines 
sehr wiehtigen speciellen Falles zu erwähnen, 





Abschnitt IL 
Speciellere Umformungen der hypergeometrischen Reihe 
F(ea,P,y.x), W dichE statt haben, indem von den drei 
Elementen «, 2, und y nur zwei beliebig bleiben. 
$. 14. 

Da nım im vorigen Abschnitte alle Integrale von der Form 
wF(a,f',y'‘,z) gefunden sind, welche der Diflerenzialgleichung (1.) un- 
ter der Voraussetzung genügen, dafs die drei Elemente «a, ß, y ganz un- 
abhängig von einander sind, und da die aus denselben entspringenden Glei- 
chungen, welche die allgemeinen Eigenschaften der Function /'(a, ß, Y, x) 
ausdrücken, gebildet worden sind: so ist nun noch zu untersuchen, ob 
vielleicht in specielleren Fällen, wo die drei Elemente «a, ß, y nicht ganz 
unabhängig von einander sind, noch wesentlich andere Integrale von der 
Form y=wfF(a‘, ß‘,y',z) und somit auch neue, wenn gleich speciellere, 
Gleichungen für die Function F sich ergeben möchten. 

Es soll also angenommen werden, unter den Größen «, ß, Y finde 
eine Bedingungsgleichung Statt, von der Form 


no+nBtnytnt 0, 
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wo n', n‘' etc, constante Zahlencoefficienten sind. Diese Gleichung max 
unter folgende bequemere Form gesetzt werden: 
1. y= ma+m'ß-+ m". 

Den Fall n'” =0 in jener Form schlielst zwar diese aus: es soll aber spä- 
ter gezeigt werden, wie dieser Fall sich aus den anderen ableiten läfst. 
Die Aufgabe dieses Abschnittes kann nun auf eben dieselbe Weise ge- 
löset werden, wie die des vorigen Abschnittes, indem untersucht wird, 
welche Integrale von der Form wF(a‘, 8, ‘y',z) der Differenzialgleichung 
(1.) $.4. genügen, wenn y= ma+ m’ß-+ m” gesetzt wird, so dafs noch 
« und ß beliebig bleiben. Es ist jedoch zweckmälsiger, die Aufgabe hier 
etwas anders zu stellen, und zwar so: 

Die Integrale von der Form wF(«, ß, ma-+ m’ß-- m‘’, z) zu finden, 

welche der Differenzialgleichung 








— — Pa (A +D)x dy a!’ 3 y ie 
. Zu x(1- x) sg: ar 
genügen, wenn 
a = Aua+NB+N”, 
3. A =uartuPß+tu, 
\y = va+vß+v” 


und die aus diesen Integralen entspringenden Gleichungen zu bilden. 
Diese Änderung läuft nur darauf hinaus, die gestrichenen Gröfsen u‘, ß', +y' 
mit den ungestrichenen &, ß, y zu vertauschen. Die Gleichungen, aus 


welchen zu und z bestimmt werden, sind daher jetzt: 
zyrtetrh dx 














4. Wu ca ler 7 
.'% d’z 3( =) — Az?-+Bz-+C diı* SE eb 1 man an Ku 
7 2 da z2(1—z)? "dx® Pen rg mann we 


wo A, B, C, 4’, B‘' und C’ dieselben Bedeutungen haben, wie in der Glei- 
chung (4.) des vorigen Abschnittes, und wo für y sowohl als für a‘, ß’ 
und '/ die angenommenen Werthe aus (1.) und (3.) zu setzen sind, Sub- 
stituirt man diese Werthe des y und «‘, ß’, y’ in der Gleichung (5.), so 
erhält man eine Gleichung, in welcher « und ß vorkommen; und da 
diese beiden Gröülsen ganz beliebig sein sollen, so müssen hier alle Theile 
dieser Gleichung, welche u’, 9°, «ß, «, ß zu Factoren haben, für sich ver- 
schwinden, so dals in dem gegenwärtigen Falle die Gleichung (5.) in sechs 
einzelne Gleichungen zerfällt, welche alle denselben Werth des z geben 
müssen. Die Quantität 42°+Bz-+ C für diesen Zweck entwickelt, wird 
Erelle’s Journal d, M. Bd, XV. Hit. 1. 9 














ala+!) ALS) 2 + ur 


.. D e . . a.f 
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z’+-Bz+C = (—m)’a’+(z2—m’)’ dA? +(— 2? —(m+m'—23)z+mm’)2«P 
+ ((m—m‘') z + m (m’—1))2@ + ((m’—m’’) z+ m’(m"—1)) 2842? -+2m'’z+m’(m—2). 
Die Quantität 4’x’-+ B’z-+ U’ eben so entwickelt wird die Form haben: 

Ax+Bba+l = pw +9.f+r.2aß+s.2a+t.2ß+u, 

wo die Grölsen p, 9, r, s, £, u sämmtlich Trinomien von der Form 
ax’+bx+c sind, deren nühere Bestimmung jetzt unnöthig sein würde. 
Werden also nun alle Theile der Gleichung (5.), welche «, P°, aß, a, ß 
zu Factoren haben, einzeln gleich O gesetzt, so erhält man folgende sechs 
Gleichungen: 









































p __. (z—-m)?d:z? 
6. arli— x) z2ll—z)dx?? 
q _ (z—m’)? dz? 
T. 2 4 BIT TB we 393 
ai x) z?(1—z)’dx 
8 r _—:?+(2—m—m’)z-mm’ dz? 
alla) z?(1—z)? dn:? 
9 8 __(m—m”)z-m(m”—1) dz? 
 eli— a) 2? (1— z)? "dx? 
10 t _. (m’— m’') z-+ m’ (m"’— 1) dz? 
 arli—a)? z?(1—z)? -da®’ 
u — 2? 2m’z-+- m’ (m"—2) dz? d’z } ( ey )’ 
u / » —) Ä . 
11. x? (1—x)* z’(1— z)? da* 2 dzdx 


Aus diesen Gleichungen sollen nun zunächst wieder die allgemeinen For- 
men gesucht werden, welche z als Function von x haben kann. 


Die Gleichungen (9.) und (10.) durch einander dividirt geben: 
12. R FE (m — m'’) z + m (m"’— 1) 

t (m'— m’') z-+ m’ (m''—1)? 

also mit Ausnahme der Fälle z = m‘, m''=1 und m’ =0, in welchen 

Fällen z ganz aus der Gleichung (12.) verschwindet, kann = durch diese 

Gleichung als rationale Function von s und £ dargestellt werden, und ist 


somit auch rationale Function von x. 


Ferner die Gleichungen (6.) und (7.) durch einander dividirt geben: 
p _ fz—m\? 
13. q — ( ) a 


z— m’ 











Da nun, mit Ausnahme der angegebenen Fälle, z eine rationale Function 
von x ist, so muls sich aus beiden Theilen der Gleichung (13.) die Qua- 
dratwurzel rational ausziehen lassen, und deshalb müssen » und 9 beide 
vollständige Quadrate sein. Wenn dies aber der Fall ist, so erhält man 
aus Gleichung (13.) für z die Form: 
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di ax+b 

cexc+d’ 
Diese Form des z ist aber schon im vorigen Abschnitte vollständig unter- 
sucht worden, und kann daher überall, wo sie hier vorkommt, verworfen 


werden.: Es folgt also hieraus, dals nur dann, wenn eine der Gleichungen 


mn == m’, m" —= 1, m' —= 0 
Statt hat, ein passender Werth des z gefunden werden kann. 
$. 15. 


Es soll nun zuerst der Fall untersucht werden, wo m nicht = m’, 
wo also entweder m" —=1 oder m’ =0O sein mufs. In diesem Falle er- 


hält man aus (13.) für den Werth des z: 
RR m'Vp—mVg, 
14. de u 
und hieraus zieht man: 
d 1 
(m’—m)(p ie — 9-2) 











dz dx 
dz  2VpaWpy—Ve ° 
1-2) = (m’Vp—mYV ı)( N 
‚ f: vVPr-V9* 
ae u —m)Vp 


Werden diese Werthe in der Gleichung (6.) substituirt, so wird 


d dp\? 
. = ri m)* (p reden 152) 
al—a) 49V p—V g)’(m’VYp—mV g)* ((d— m‘ IVP a kl- -m)V g)*" 
Der Theil rechts vom Gleichheitszeichen muls nun rational sein, weil der 
andere Theil dieser Gleichung rational ist, und dies ist, wie man leicht 














sieht, nur in folgenden vier Fällen möglich: 
16, n— Iwud mnM= —1, m 
n=—-lil wd m= |], m 
Die beiden letzten dieser Fälle können unberücksichtigt bleiben, da sie 


durch Vertausehung von & und ß, 2’ und m, sich aus den beiden audern 


DD md. m u 2, 


2. md m’ = (0. 


ableiten lassen. | 
Für den Fall m =1, m’=—1 geht die Gleichung (15.) über in: 


dq 4 
17. EI =. A es Br) 
er (p—gq)* . 
und der andere Fall mn =0 und m’=N7 giebt genau dieselbe Gleichuns, 
so dals für beide Fälle sich aus dieser Gleichung (17.) dieselben Werthe 
Q 3% 
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1.2. y(y-+1) 


von p und g ergeben müssen. Der eine Theil dieser Gleichung ist ein 
vollständiges Quadrat; also muls es der andere auch sein, und deshalb 
muls 9 ein vollständiges Quadrat sein. Setzt man also: 
= (a+br)), p= .«a+2b'xr+cx, 
so erhält man aus der Gleichung (14.) folgende zwei Formen des z, in 
dem Falle, dafs 2 und 7° einander nicht gleich sind: 
Wenn nm =1, m'’= —1, so ist: 


at+bz+YV (a +2b’ xx?) 





18. fee a+bzFYV (a +20 c+cx?)* 
Wenn m =0, m'—= 2: 
19 +2VY (a +2b'x+cx’) 








* = 7 IdatVQ@ +20 ctenr)‘ 
$. 16. 

Nachdem nun für den Fall, dals 2 nicht = m’, die Formen des x 
gefunden sind, so ist noch der andere Fall zu untersuchen, wo m=m' 
ist. In diesem Falle geben die Gleichungen (6.) und (8.), durch einander 
dividirt: 








90 N m: — 2 (m—1)z — z? 
a 7 (m — z)* ü 
und die Gleichungen (6.) und (9.) geben eben so: 
21. »(Ö m (m — 1)— (m’—m)z 
P (m — 2)? 


Aus diesen beiden Gleichungen folgt: 
r+2s _ m?+2m(m’—1)— {m —1)z—:? 
Pie: i (m — 2)? 
und da der gemeinschaftliche Factor m —z aus Zähler und Nenner sich 


hinweghebt: 





r+2s _ m-+2m’—2-+2z 


pP m—ıZ 








22, 
Hieraus ist klar, dafs, den einzigen Fall ausgenommen, wo m +2m”"—2 
— — m,d.i. m'=1— mist, z eine rationale Function von x sein muls., 
Aus (20.) erhält man nun aber durch Auflösung der quadratischen Glei- 
chung folgenden Werth des =: 
nr—(mNp+p) (2m—2m+1)— 2mm—1)-) 
23. z m an . 





und damit dieser in Beziehung auf Zu oder, was dasselbe ist, in Bezie- 


hung auf x rational sei, muls entweder m =0 oder m=1 sein. 














ata+1) PB) „a 
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Fur den Fall m=0 und m’=0 ıst aber 


2p 
24. 2 = . 
a r+p 





Für den Fall n=1, m’=1 ist 
— At 
25. 0% ni 


Für den Fall m’ =1— m, für welchen z nicht eine rationale Func- 
tion sein mulste, muls die in der Gleichung (23.) enthaltene allgemeinere 
Form genommen werden, welche sich jedoch sehr vereinfacht, indem hier, 
wie bald gezeigt werden soll, 2 nur den Werth z haben kann. 

Es mögen die in diesem Abschnitte erlangten Resultate der Haupt- 
sache nach jetzt noch einmal kurz zusammengestellt werden. 

Der Differenzialgleichung (2.) kann nur dann ein passendes Integral 


von der Form y=wF(a,ß, ma--m'ß-+- m”,z) genügen, wenn 





I) m=1, m'—1, also y=wF(uwß,ua—ß-+m’, z), 
2) m=0, m'—=?, also y=wF(aß,2ß- m‘, z), 
26, {3) m=0, m'—=0, also y=wF(a,ß,m’, z), 
4) m=1, —=1, aloy=wF(aß,atß+m", 2), 
5) m=1—m‘, m'=1—m'', also y=wF(a,ß, ma+mß-+-1—m,2). 
$. 17. 


Es sollen nun zunächst nur für die Fälle 1) und 3) die Werthe des 
z wirklich bestimmt werden, weil nachher gezeigt werden wird, dals aus 
diesen sich die Werthe, welche = in allen übrigen Fällen haben kann, 


sehr leicht ableiten lassen. 
Für den Fall »=1, m’=—1 haben wir oben für z die Form 


sefunden: 
VgatVYPp 


27. u N 





wo 
g = (atbe), p = ua+2b'xr-tc':”, 


Diese Werthe in der Gleichung (17.) substituirt, geben, nachdem auf bei- 


den Seiten die Quadrätwurzel ausgezogen ist: 
a+2bac+cx? __ 2(ba'— ab’) +2(bb’—ac’)x 








28. x (1— x) la a2) +2 — ab) (c— br)a* 
Man darf in dieser Gleichung nur das obere Zeichen + berücksichtigen ; 
denn die Werthe der a, b, a’, 5‘, c’, welche dem Zeichen — entsprechen, 


erhält man, indem man die Vorzeichen vor @ und 5 verändert, welches 








31. 
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wieder darauf hinausläuft, Yp mit dem Zeichen + zu nehmen. Werden 
nun die Nenner dieser Gleichung durch Multiplieation hinweggebracht, und 
die Coefficienten der gleichen Potenzen von x auf beiden Seiten einander 
gleich gesetzt, so erhält man folgende fünf Gleichungen zur Bestimmung 
der fünf Gröfsen o, b, a’, b', c’: 

1) a’ (a'—a’) = 0, 

\2 (eb) — 0, 
29. <3) a (b’—ab)+ ba — a’)—= bu'—al', 

4) b’(—b’)+ c’(b’—ab) = ae'— bb‘, 

5) a’(e— 0b?) + 4b’ (b’—ab) + c/(a’—a?) = Mbb’—Nac—Na'b + 2ab‘, 
Alle möglichen Werthe der Quantitäten ae, 6, «’, b’, c’ zu finden, welche 
diesen fünf Gleichungen genügen, hat gar keine Schwierigkeiten. Wenn 
man alle diejenigen verwirft, welche dem z in der Gleichung (27.) einen 


. mx n - . 
Werth von der Form De oder welche z= const. geben würden, 























+ 
so findet man folgende neun Bestimmungen dieser Gröfsen: 
I) @a=0, b=1, eat, b’=;, =D”. 
er al, b=0, =, b’=H, c=(0. 
3) a1, b=t, a —=0, b’==2, e=0. 
4) a=(U, b=—J1l, e’ == 0, !’=—}#, ==. 
30. 5) s=l, b=—I1, u =, ’=—}, eme1. 
6) al, = —), een, ’=—], c==A4, 
)Dıe= —1, b=N, ol, ’=—}%, c=P0. 
)e—=—l, bel, u’ m 1, '=—3, ce 0, 
gu ——], == 1, a'—=4, "= —], c’==0, 
Diesen entsprechen nun, nach Gleichung (27.), folgende Werthe des =: 
ı) rare 2) Be. A 3) Pa. h. 
' ' at+Vz' 12V x’ 1+ 02V x’ 
'y _ ZatV (e’— —ır) 5) MEER, Son... — x) 6) z _1—2x+2V (x?—x) 
EV (ee) 1— x FV (2?— x)’ —1_20+2V (@° —xc)’ 
—1+Y (i—x) ER I+2+V - x) 9) „_.2t2+?V (le) 
"TI —1FV (I) —1+r+V (l-x)’ “Tu 2+2F+2V (or) 
welche dem Falle m =1, m‘ = — 1 angehören, oder die Wertbe des z, 


für welche y=w Fa, f, a—ß+ m“ z) der Differenzialgleichung (2.) 


genügt. 
Eben so soll nun noch der Fall m =0, m’== 0 untersucht werden, 
für welchen oben, Gleichung (24.), für z die Form gefunden wurde: 








StB) ay,,,. 4] 
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32, za 2p 





r pP“ 
Diesen Werth des x in der Gleichung (6.) substituirt, giebt: 
dp dr\* 
(rt or P ) 





 " 
33. z’(1— x)? (p+r):p(p—r)*? 


woraus man sogleich ersieht, dafs p ein vollständiges Quadrat sein muls. 





Setzt man nun: " 
p=(a+:x)” und p+r= Xu +r2d’c-+ ca), 
so verwandelt sich diese Gleichung in: 
34. a’ —+2b'x+c'x? En. 2(ba’— ab'!)+-2(bb’—ac') x 
x(1—x) — (a'— a?) +2(b’— ab) c+(c'— b?)x* 
Diese Gleichung ist ganz dieselbe, wie Gleichung (28.), und mufs deshalb 
auch dieselben Werthe der Quantitäten «, b, a‘, b‘, c’ geben. Wenn man nun 


msc+ n 


wieder diejenigen, welche z= const., oder z von der Form geben 
o 2 3 ua v 











würden, verwirft, so kann man von den bei (30.) gefundenen Werthen 
nur die drei Werthe (3.), (6.) und (9.) in dem gegenwärtigen Falle an- 
wenden, :muls jedoch jetzt folgende drei: 


a= —l, b==2%, e uf, 5’, ce ==0Q 
a —,, ba 1, « = 0, ==. 0, ce’ a1, 
u bb af, ae —= 0, ve —l, ‘=1Ü, 


welche in dem vorigen Falle verworfen wurden, hier hinzunehmen. Man 
erhält so folgende sechs Werthe des z, welche dem Falle = 0, m’=0 
angehören, oder für welche y= w F(«a, ß, m’, z) der Dillerenzialgleichung 


(2.) genügt: 





{-+x)? ’ a 2— x\2 
Rh » en Heel, 3) :=- (7); 
ü ale, Ver) 1+x\° BARS "= (1-2)? F 2 — x)? 
), :=(), em 9 2m 
17. 


Aus den im vorigen Paragraphen gefundenen Werthen des z sollen 
nun alle übrigen hergeleitet werden. Dies geschieht durch Anwendung der 
Sätze (4.) und (5.) des $.7. 

Wenn nämlich der Differenzialgleichung (2.) ein Integral y= 
wF(a,ß, a«— ß-+m”, z) genügt, so geht aus dem Satze (4.) $. 7. hervor, 
dafs derselben auch das Integral y=wF(a, ß, 2 — m”+1,1—z) genü- 
Die Werthe des z also, welche dem Falle n=0, n'=?2 


gen muls. 








36. 








‘%54+1 
lat!) ALAH 2 +... 
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angehören, erhält man unmittelbar aus den bei (31.) für den Fall m =1, 
m' = —1 gefundenen, indem man dieselben von der Einheit abzieht; 
welches auch genau mit den bei (18.) und (19.) gefundenen Formen 
dieser Werthe übereinstimmt. Diese Werthe des z, für welche „= 
F(a, ß,2ß+ m‘, x) der Differenzialgleichung (2.) genügt, sind daher; 























1) ee 2) ._.+2Vx 3) z— +4V’x 
"erVe’ A1+Vx’ "14H +2V x’ 
not Ve 5, Ve u tea) 
“—T_rtV (a’—x)’ “1—xt+tV (a?—x)’ “71-20 42V (2?—x)’ 
m _.3+2VY(i—x) i +2vY 1—x) 54V (ix) 
ARZEFVU-R)) 9) *- Zirz4VAdn’ 9) 72 re V Me)‘ 


Wenn ferner der Differenzialgleichung (2.) das Integral y= 
wF(a,ß,a—ß-+ m’”,x) genügt, so muls nach dem Satze (5.) $.7. der- 


- 
As 


selben auch das Integral y=(1—z)”" wF (0, a—2ß+m"',a— Bm”, —) 
— ß+ m’ 
2 


‚so muls der Differen- 





genügen: oder wenn statt ß gesetzt wird = 


zialgleichung (2.) (in welcher jedoch nun die Quantitäiten a‘, £', ‘y‘ andere 


Werthe haben) das Integral y= (1— x)” wF(0, ß, Ei Be —) ge- 


nügen. Ein solches Integral kann aber nicht Statt haben, aulser wenn 
mn’ —=1, wo es mit dem fünften Falle bei (26.) zusammenstimmt. Die 
diesem Falle angehörenden Werthe des z lassen sich also ebenfalls aus 
den bei (31.) für den Fall nm =1, m’= —1 gefundenen herleiten. Und 
zwar wenn ein beliebiger von diesen durch z, bezeichnet wird, so wird 
der entsprechende Werth, welcher dem Falle mn = m’'=1— m‘ (oder, 
wie jetzt näher bestimmt worden, n=%, m'’'=#, m'"'=3) angehört, 


”_ sein. Diese Werthe des z, für welche y=wF (u, 35, ») 


z,—1 


der Differenzialgleichung (2.) genügt, sind daher: 





























_a4tVx 2 m 1tVe a „_ I+2+2Vr 
ER +2Vx’ ) RE OVz' As zIr# 
Fr — co+V (z’—x) 5) „_1— xt+V(x’—x) 6) „_1-22+2V («’—») 

FT H2YV (aa) ’ "+2 V (a?) ’ +4 V (ar—a) .’ 
nn —1+vV(i—x) ._14r2t+V ii—x) 9) ,_ —2+x+2V (1—x) 
TED Urn: ee 


Auf dieselbe Weise werden aus den gefundenen sechs Werthen des 
x, welche dem Falle »n = m‘ = 0 angehören, diejenigen gefunden, welche 








1 ” ) .B (a+1) A(d+1\ 
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dem Falle m = m’=1 entsprechen. Wenn niümlich ein Integral y = 
zo F(a,ß, m’,z) der Differenzialgleichung (2.) genügt, so folgt aus dem Satze 
(4.) $. 7., dals derselbe auch das Integral y=wF(«, ß, «+ß—m”+1,1-:) 
genügen muls. Man findet also die Werthe des z, welche dem Falle 
m=m'=1 entsprechen, indem man die bei (35.) für den Fall n = 
»n' =0 gefundenen von der Einheit abzieht. Dieselben sind daher: 








— (i— x)? 4(c—1 
„ jp += Ge, Ydesbeli-e), 3 2, 
e —4x in 1 RE. 
4) = (1— x)?’ 4x (i— x)? 9) => 4(2—1)’ 


Wir haben zu Anfange dieses Abschnittes $. 14., jener Bedingungs- 
gleichung zu + n'ß-+n"y+n"==0, welche unter den Quantitäten «, , y 
Statt haben sollte, die Form gegeben y= ma+m'ß-+-m“, und haben 
bemerkt, dafs diese Form den Fall 2"=0 in der vorigen ausschliefst. 
Dieser Fall mufs jetzt der Vollständigkeit wegen besonders betrachtet 
werden. Wenn r'=0, so kann dieser Bedingungsgleichung die Form 
ß=ng-+n' gegeben werden; es ist daher noch zu untersuchen, in wel- 
chen Fällen der Differenzialgleichung (2.) ein Integral von der Form 
y=wF(a,na+tnr',y,z) genügen kann. Wenn nun ein solches Inte- 
gral genügt, so muls nach dem Satze (1.) $.7. auch ein Integral y= 
(dm ze Y(y—u, y-—-na—n',Yy, z) genügen, oder wenn gesetzt 


Du (a — / nü-— —n’ ® .oy “ ” 
wird "PE r statt @ und nr — statt y, so muls dieser Diiferenzialglei- 








— 


"Bahn 
chung das Integral genügen: y=(1-—-:) "7! wK(«, B, — m 1 — 2) , 
Die Integrale von der Form y=w/(a, na+n',y,) können also keine anderen 
Werthe des z haben, als die von der Form y=wF(«, B, ma+m'ß-+- m", z), 
welche oben gefunden worden sind, mit Ausnahme des einzigen Talles 2—=1; 
denn für diesen palst die so eben vorgenommene Umformung nicht. Wenn 
nun aber ein Integral y=wFta,a--n‘,y,z) genügen soll, so mufs nach 


dem Satze (4.) $.7. auch das integral wi— 2)" lay—a—n‘, Y m ) 


z—l 








genügen, oder wenn y=qa-+fß-+n’ gesetzt wird, so muls auch das In- 


1 oe. . . 
tegral y = w(l—:)"F (c, B,a+ß-+-n‘,; - —) genügen. Die diesem In- 


m 





tegrale (oder der Form m =1, m’=1) angehörenden Werthe des z sind 

aber bei (38.) gefunden worden. Nennt man nun einen derselben z,, so 

ist der entsprechende Werth in dem Integrale y=wF(a,u-+n',y,z), 
Crelle's Journal d. M. Ba. XY. Hft.1. 10 
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gleich anne Diese Werthe, welche dem Integrale y„=wF(a,a«+n‘, y, =) 
angehören, sind daher: 
_ fi-a\: 42 —4xr _ 44x 
u ı) = (=) he Ye Fe I) = Q_—2)2’ 
’ 4 1 26 2 
4) >= ma 5) <> = 71-20)? DER (>) ’ 


Die Gesammtzahl aller Werthe des z, welche Statt haben können, damit 
der Differenzialgleichung (2.) ein Integral y=wF(a,ß,y,x) genüge, in- 
dem unter den Quantitäten «a, ß, yY eine Bedingungsgleichung von der Form 
na t+-n’ß+n'y+n‘"=0O Statt habe, ist also 72, und unter diesen siod 
27, welche sich von 27 anderen nur durch die Vorzeichen vor den Wur- 
zelgrölsen unterscheiden. Von diesen 72 Werthen des z gewährt wieder 
ein jeder vier Integrale der Gleichung (2.); die Anzahl aller dieser par- 
ticulären Integrale der Gleichung (2.) ist daher 288. Die 72 Werthe des 
s haben ferner viele merkwürdige Beziehungen zu einander, von welchen 
hier nur folgende erwähnt werden mag, die aus dem vierten und fünften Satze 


des $.7. hervorgeht, nemlich dafs, wenn ein beliebiger dieser Werthe durch 


ww ) EI 
z, bezeichnet wird, auch die Werthe 1—z3,, — RE um pe L_ und & l 








in den 72 Werthen des enthalten sein müssen. Es können daher von 
diesen Werthen zwölf als die ursprünglichen betrachtet werden, aus de- 
nen die übrigen sich auf die bemerkte Weise ableiten lassen. 


$. 18. 


Von allen den gefundenen Werthen des z wollen wir jetzt nur 
zwei auswählen und für diese die zugehörigen Werthe der Quantitäten 
w, ß/, y‘, und die particulären Integrale der Ditferenzialgleichung (2,) 
vollständig bestimmen. Diese werden dann zwei einfache Gleichungen 
zwischen zwei bypergeometrischen Reihen gewähren, aus welchen alle 
übrigen Gleichungen, welche unter den 283 Integralen Statt haben kün- 
nen, sich ableiten lassen werden. 

Zunächst werde untersucht der Werth (31, 7.): 

ee 1—V (l—x) 
ad 1+V 1-2) 
Durch differenziiren giebt dieser: 
dz 1 2 he 302 —2+2V (1—r) 


dx "" xV (i-e)’ dzdz 2x2(1— x) ® 
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d’z d?z 3 
ud E77 Be Fre, — Al-a)’ 
und diese Werthe in der Gleichung (5.) substituirt, geben: 

3 _ AA- VID)’ +Be+Ci+V do)? A'x”+B’cx+C' __ 0 
4(1—x)* 40° (1— x)? x? (1— x)? en 
oder nach gehöriger Reduction: 

(3444) 2”+(A—B+C-+4B'))2e—2(A+C—2C) + 2(A—-CO)y i—x) = 0. 
Damit nun diese Gleichung für jeden Werth des x identisch sei, oder da- 











mit = ran ein richtiges Integral der Gleichung (5.) sei, müssen 


folgende vier Gleichungen Statt haben: 
3+44=0, A—B+C+4b'=0, A+Ct—I0=0, A—l=0, 


oder 








A=—3, B' = at, Dre ©, Am=6C., 


Setzt man nun für 4, B, C, A’, B’, C’ ihre bei (4.) $.4. angegebenen 

Werthe, so werden diese Gleichungen: 

(W— £) =: I saß’ — 4y/(a'+Pß’—1) — 2aß—ya+ß—1) Bart (a—P}?—1, 
Ver Y=YY—M  (&-A=(y—D” 

Diesen Gleichungen kann auf vier verschiedene Arten genügt werden. 


Wir wollen aber nur folgende Auflösung nehmen: 


17 ‚ 1 f 
= g— tt, y=a—B3+1, y=u—ß-1. 


167 "u 9 
Substituirt man diese Werthe des «’, ß’, y’ und Y in der Gleichung (4.), 


welche den Multiplicator giebt, so erhält man 
w—= c(l+y (l—x))°. 
I—v i—x) 


Es genügt also y=ell+yYU—a)“F(a, B,a«—Pß-+I1, IVvazE) der 


Differenzialgleichung 





— 











ug N a — P+1—(e+23)r dy efe+1)y __ 0 
dx? a(ll— x) "de Axtl—a) 
deren Integral ebenfalls y =r(Z, H,a—ß+1,.) ist. Da nun die 


beiden Integrale dieser Differenzialgleichung sich nach ganzen steigenden 
Potenzen von x entwickeln lassen, so können sie nur durch einen con- 
stanten Factor sich unterscheiden (man sehe $. 9.), und diesen findet man 


sogleich durch den Fall x = 0, püämlich e=%*. Man hat daher die Gleichung 
I+-V (l—x,\* 1—V ı1—x) 








40. r(2 “2, «-#4,2) =( er), F(e BR Eare5i} 
10 * 


u 


DE 
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Eben so wollen wir nun noch eine Gleichung herleiten, welche 
der Werth des = (31,9.) gewährt, nämlich: 
BR ee 
I+V (1—x)/ " 
Durch differenziiren erhält man hieraus: 
5. : AN 2 d’z 32 —2+4V(I— x) 
zdz xV(i—x)’ dzdz 2x2(1—x) e 
9 d’izı = ) 2 320?-+122— 12 
dzda* dzdx 4a? t— a) 
Dies in der Gleichung (5.) substituirt, giebt: 
32?+122—12 2„AA—V(l—a))++Be+Ci+VIi—r)) , AB +C 
4ali—) 42? (1— x)* x? (1— x)? 7 
Damit diese Gleichung für jeden Werth des x statt habe, müssen folgende 
vier Gleiohungen erfüllt werden: 
3+44' = A+B-+C, 3+24+2C+B = 
3St2Ar2C—C' = 0, A—C= 
Setzt man nun für A, B, C, 4‘, B’ und C’ ihre Werthe durch «, ß, 
a’, ß’ und Y’ ausgedrückt, so findet man leicht, dals diesen vier Gleichun- 


gen folgende Werthe von u‘, ß’, ‘y‘, und y genügen: 
au, P=u—P+3; Y=2a+?2P-+Hl, y=a—P+H1. 


Substituirt man diese Werthe nebst denen von z und - in der Gleichung 























(4.), so erhält man den Multiplicator 
w= ell+yU—a). 
Hieraus folgt, dafs das Integral 
= e(l+ YA“ Fa, ß, aß +1, (7) ) 
Er: ia UFVYAZE) 
der ie Are 


y | 2a—26H-Qe—s+De dy_ at BHDr _ g 
en x (1—x) dx all) ag 


genügt. Da dieser Gleichung aber auch das Integral 
y=Fı,a—Pß+3,20a—2P+1,x) 

genügt, und diese beiden Integrale sich nach ganzen steigenden Poten- 

zen von x entwickeln lassen, so können sie sich nur durch den con- 

stanten Factor unterscheiden. Wird dieser durch den Fall e=0 be 


stimmt, so hat man folgende Gleichung: 
41. Fa,a—ß+3,20a—2P-+1,x) 


= FG)" rl Ba (rn) )- 
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$. 19. 

Aus den beiden Gleichungen (40.) und (41.), verbunden mit den 
allgemeinen Formeln, welche im vorigen Abschnitte gefunden worden 
sind, werden wir nun alle Gleichungen herleiten können, welche unter 
je zweien oder je dreien der 288 Integrale der Differenzialgleichung (2.) 
Statt haben, oder, was dasselbe ist, die Gleichungen welehe in dem Falle 
Statt haben, wo von den Quantitäten «, ß und ‘y nur noch zwei beliebig 
sind. Zunächst mögen folgende acht aufgestellt werden: 


42. F(i,a+i,y,x) = CHI Fon, 2a—y+1, rn): 

8 F@B,282) = (FE) "(nat 2) ) 
44. F(a,a+t!2,ya)= (+Yx)” F (2«, y—:, y—1, 2), 

5 Fact, = (FE) Flat), 
46. F(a,ß,c+ß+3,2)= (V(@—1)+V x)" F(2e,0+8,20428, ven) 

47. Fu e+3,7,2) = (1-2) F(2a,27—20-1,7, Een 

18. Fa, B,28,%) = (2) Trle 28-0, 843, N), 


re), 
































49. F(a,ß,0+6+2,2)= F(2a,28,c+8+3, 
Die Gleichung (42.) ist mit (40.) identisch, und ist nur dadurch in 
diese Form gebracht, dals 2% statt «, und 24—y-H1 statt ß gesetzt ist. 


Eben so ist (43.) aus (41.) abgeleitet, indem «—ß-+% statt ß gesetzt ist. 


Die Formel (44.) erhält man auf folgende Weise aus (42.) und (43.). 


Man setze. in (43.) 2« statt «, Y—# statt ß, und ra statt x, so ver- 


wandelt sich 
1—V(1—x)\ . 1—V(—x) I-V(1—z)\ . 1+-VY(1—x) 
(Eve) m ifvüog? und | 3 ) N DAitVe) 


weshalb (43.) übergeht in: 
(1+Yx)"”"F (2«, vi, y—l, En) = ( 

















14V (1-x2)\—2e 1-V (1-2)) 
p) ) F (2a, 202—y+1, >, wa). 


aus welcher Gleichung, verbunden mit (42.), unmittelbar (44.) folgt. Ver- 


wandelt man ferner, in (42.) und (44.), x in = yinma+ß-+;, und 
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formt die Reihe F (a,a+3,a+ß+#, —.) nach Formel (18.) $. 9. um, 
so erhält man (45.) und (46.). Verwandelt man endlich, in (42.), (43.) 
(45.), die Reihen Z# rechts vom Gleichheitszeichen nach Formel (18.) $.9., 
8o erhält man (47.), (48.) und (49,), 

Man kann dieselben acht Gleichungen auch in folgender Form 
darstellen: 


90. F(e. ß, a— +1, x) = (+ x) wrlS 3 ne — +1 en): 











51. Fla, , e—P+1,x) = (1+V2) F(a,0— +3,20 —2P-+1, vn ), 
| z\-e Hi 

92. F(a, ß, 2p, x) = (1-2) F(2, u. ’ P+:, (> ) ); 

e er LE ma a 0— ARE —4x 

53. F(a,%,a--PH1,2)= (dx) r(£, 0-44, mn): 


54. Fla,92%,2) =(l-aytr(,ge EN YE 
‚tr, .)= 4= 92) r($, ni rer en) 
+1 R ri 
56. Ha, HH, 2)= NUDE" rl, + ren) 


% /3 l 7 1? 
F («,8, +.) = r(& 3 F TECH, a . 


— 





>>: #5 (a, 











=? 


97. 
Diese acht Gleichungen sind wesentlich dieselben, wie die vorigen acht. So 


z. B. ist (50.) mit (42.) identisch, wenn in dieser 2. statt «, «—ß-+1 








4x 

statt y und TEL 

Alle diese 16 Gleichungen enthalten 20 von den in $. 17. gefunde- 
nen Werthen des letzten Elementes z, und zwar gerade alle diejenigen, 
welche zugleich mit x verschwinden; die übrigen Werthe des 3 geben keine 
Gleiehungen unter zwei, sondern unter drei Functionen #, Mit Hülfe 
der Formel (17.). $.9. können aus jeder dieser 16 Gleichungen noch drei 
andere hergeleitet werden, welche dieselben Werthe des letzten Elemen- 
tes haben. Durch diese Formel kann man nämlich sowohl die eine als 
auch die andere Function F in jeder dieser Gleichungen, oder auch beide 
zugleich umformen; von den so erhaltenen Formeln werden jedoch viele 
unter einander identisch sein. Da die acht Gleichungen (42.) bis (49.) 
mit den Gleichungen (50.) bis (57.) identisch sind, so mag diese Umfor- 
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mung nur an den letzteren ausgeführt werden. Diese gewähren noch fol- 
gende neun Gleichungen, welche weder unter einander noch mit den vo- 


rigen identisch sind: 
58. Fa, f, «e—P-H, x) 
1-2 Ba „[®—?2 1a — 
== (1i—x) P A+ x) ß F( „er 1 en, @a— P+1, a) 
99. F(e, ß, «— +1, x) 
= 1-2) PdaVa) Fa 29H, a4, 20-2 PH, =). 
60. Fa, P,2P, x) 
ki ac \e-?P [04 2?—-c+1 x p 
61. Flo, ,a—P-H, =) 
a @& @& —4x 
(+01 F(H, S 541,004, 2), 
62. F(a, f,2ß, x) 
Br x = «+1 2%—c+1 e® 
= (1-2)1—2) F( ah 2 ’ P+3; cn): 
«+ +1 
> Sidi, x) 


























63. F (e, ß, 


a-t1 17 
= (1-22) F( 1 r u Er, 421-2), 





64. Fl(a, 1—e,y, x) 
= at 2 (7 res] 


65. F(a,i1—e,y, x) 
ne " Pa +4V (2? — 2) 
= (1— x)! (vYU—x)tV(—x))’ ? . F(r+e-1, v3 Yy—1, Ve) ’ 


66. F(a,1—a,y, x) 


Ä - —1 
— day rl > biz ‚n42(d-2)). 


Wir werden später Gelegenheit haben, von den in diesem Para- 
graph gefundenen Formeln zahlreiche Anwendungen zu machen; bier 
mögen nur noch einige allgemeine Eigenschaften derselben erwähnt wer- 
den. In keiner dieser Formeln darf der Werth der Quantität = über 
die Grenzen —1 uud +1 ausgedehnt werden, und auch innerhalb dieser 
Grenzen dürfen dem x nur solche Werthe gegeben werden, für welche 
der Werth des letzten Elementes rechts vom Gleichheitszeichen in den 
Grenzen —1 und +1 liegt. Besonders zu beachten sind die Formeln 
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(57.), (63.) und (66.) wegen der Grenzen des x, für welche dieselben 


gültig sind; das letzte Element 4x2(1—x) erreicht die Grenze —1 für 


BR id und die Grenze +1 für -=}*; über diese Grenzen hinaus 


2 
dürfen diese Formeln nicht angewendet werden, obgleich für die Werthe 
des x von 3 bis 1 das letzte. Element 42(1—x) wieder kleiner als 1 
wird, und von 1 bis O0 abnimmt. Übrigens lassen sich alle diese Glei- 
chungen dadurch z posterior! beweisen, dals man die Theile rechts vom 


Gleichheitszeichen nach steigenden Potenzen von x entwickelt. 


4, 20. 

Es sind nun noch die Gleichungen zu bilden, welche unter drei 
Functionen 7 in dem Falle Statt haben, wo von den Grölsen a, ß, Y 
nur noch zwei beliebig sind. Man nehme zu diesem Zwecke die Glei- 
chung (21.) des vorigen Abschnittes, in welcher x in z verwandelt werde: 
F(«, ß,y,2) = Az!7 F(a—y-H, P—Y-+1,2—y,2)+BF(e, f,a+P—y-+1,1—:). 
Für z nehme man nun irgend einen der zwanzig Werthe, welche in den 
Gleichungen des $. 19. enthalten sind, und setze unter den Quantitäten 
ü, ß, y eine Gleichung von der Art, dals mit Hülfe dieser Formeln des 
vorigen Paragraph's / (a, ß,y 2) sich in wF(a',ß‘, y',x) verwandeln läfst. 
Wird diese Verwandlung ausgeführt, so hat man eine Gleichung, welche 
drei Funetionen 7 verbindet, deren letzte Elemente x, z und 1—z 
sind; eben so verfahre man mit den anderen allgemeinen Formeln des 
$.11., nämlich (22.) bis (26.), und mit allen, welche, wie wir daselbst 
gezeigt haben, sich noch aus diesen ableiten- lassen. Man erhält so Glei- 


chungen unter je drei Functionen 7, deren letzte Elemente die Werthe 
1 1 z z—1 i R . 
u a enthalien, indem x einen der 20 Werthe 


r 7 


des letzten Elementes bezeichnet, welche in den Gleichungen des vorigen 
Paragraphen vorkommen, Diese Gleichungen werden nun, wie man leicht 
übersehen kann, alle im $. 17, gefundenen 72 Werthe des z umfassen, 











aufser folsenden 12: 

ctV x 1 catVx 
de 2 re - Fve 

— ı+V(x’— x) & +2V(e?—x) . _ -ıH+V(e®— or) 
u ce IV (a r)’ “ ct V x)’ 7, 02V (er): * 


Alle Gleichungen unter drei Functionen / aber, in welchen diese Werthe 
des letzten Elementes vorkommen, werden keine wesentlich neuen Glei- 








+1)P(d+ ) 2 8| 
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chungen, sondern in den auf die oben angegebene Weise gefimdenen 
schon enthalten sein; welches sich zeigt, indem für x eine neue veränder- 
liche eingeführt wird. So z.B. die ee in denen Functionen F 


+Vx . a 
vorkommen, deren letzte Elemente x und : 7 — sind, werden, indem 
x 


statt x gesetzt wird (1—?2x)‘, in andere verwandelt, deren letzte Ele- 
mente x oder 1—x und (1—?r)’ sind, und welche also schon in den 
nach der obigen Methode gefundenen enthalten sein müssen. Eben so 
ist es mit den übrigen. Die Anzahl aller der Gleichungen unter drei 
Funetionen /', welche Statt haben, indem noch zwei der Quantitäten 
ct, £, yY beliebig bleiben, ist aufserordentlich grofs.. Es mag daher hier 
hinreichen, einige der einfachsten und merkwürdigsten herzuleiten, 























Setzt man in (23.) $. 11. — ter „ so ist: 
| a ß, En, x) 

-_ a+f+l ur we — Sl P-e+l 3-a—f 
ment tl sn Fleet sit met.) 
c0s(@— N) no bee In 

w a=— R b = —————, 
| cos (c+ 9) Z- Pe) 


Es ist nun nach Formel (57.) $.19., wenn daselbst x in I—x verwan- 
delt wird: 


Po, 2, 15) = r(5, 8, CHEM, ac) 





in den Grenzen =} bs = —_. 


(Jene Formel (57.) gilt nämlich, wie bemerkt worden, in den Grenzen 


1—V2 


= —,— bis =}; also diese, in welcher x in 1— x verwandelt wor- 


2 .) Dieser Wertl 





den, in den angegebenen Grenzen x=3 bis = 
von F(«, ß, TER, 1— x) substituirt, giebt: 
68. F(a,ß = Fun ‚x) 


r( 2 Fa et -a-ß ‚1-2) 

















341 
Ban ar(2, 4 rt, 4x d-a)) Ho) 


in den Grenzen z=% bs z=1. 
Crelle's Journal d. M. Bd. XV. Hit. 1. 11 














ne: afa+1) 5(5+1) 3 
+ 1.2.y7(y+1) x + 
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u...» 


Diese Formel bildet gleichsam die Ergänzung der Formel (57.) $. 19. For- 
met man die zweite Function Z dieser Formel nach (18.) $. 9. um, so wird 


j „ a+rßH+l dir _ommep[t «rl a+dH make 
m. en.) = are et, er 


1-0-ß un FE ir‘ Kent 
bt) = Fler, £ at 3- - P 1-2) 


[ 
2 





nz 





. 2 i 
in den Grenzen <= "7 ZZ bis r=1. 


Diese Formel ist eben so die Ergänzung von (55.) $. 19., welche nur in 


‘ 





den Grenzen = —1 bis r = gültig ist. 


E statt, ya HH, 


Setzt man in Formel (23.) $. 11. < statt % 5 5) 


und 4x(1— x) statt x, so erhält man: 


>% 











70. F(2, er, 1x(1—2)) == er(Z, 4 (1—22)) 
— at 22) FH, EH, 3, u- 22°), 
wo 18 1 1 
u. Va r(® — ) PR Ya nt ) 














ze) (3-1) 
Hieraus folgt nach Gleichung (57.) $. 19.: 
72. F (2, ß, SIERT, x) = c.F(Z ‚d— —22)°) 


n- 


—a(1- 22) (TI, FH, 2, 4-22)°). 








‘ 


1—Vx . 
Setzt man nun Be statt x, so ıst 


A 


73. F(« a, ß, +) —— er (5, I > ‚x) 


-avar(cHt, 24,3, ,), 








2 


und wenn das Vorzeichen vor Y x geändert wird, 


74. F(« ) TFT a = cF(S „4 zn) 


»i 9 - ie 


2 zaver(cH, SH, 3 .). 


Hieraus erhält man nun durch Addition und Subtraction: 
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"8 )= A a BE 





75. 2cF(Z, ar BER 


[3 





+ Flo, En U = ve) 


1. 2avarlött, &H, 3.) = rl, gt H1, 1hVe) 


Ben U m al 1— m, 3 











‘ 3 


m 


Andere Gleichungen dieser Art, welche man nach dem jedesmaligen Be- 
dürfnisse aus den gegebenen Grundgleichungen herleiten kann, übergehe 
ich; eben so auch die minder einfache Art von Gleichungen, welche für 
den Fall, dals «, ß, y ganz unabhängig von einander waren, im $. 13. 


hergeleitet worden sind. 
(Der Schlufs folgt im nächsten Heft. ) 


11 * 
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4. 
Resolution d’un problöme relatif au caleul des 
varıations. 


(Par Mr. Pagani, prof. ord. & l’universit@ de Liege.) 





Introduetion. 


Eu adoptant P’hypothese de Laplace sur la nature de l’action molc£culaire, 
et en considerant les liquides comme des amas de moldeules spheriques 
homog£enes, parfaitement dures et parfaitement lisses, Mr. Gaufs*) a ra- 
mene la theorie des phenomenes capillaires a un simple probläme de mi- 
nimum. Sans examiner jusquw’ä quel point la nouvelle theorie de TVac- 
tion capillaire, publice presqu’en möme temps par Mr. Poisson, soit pre- 
ferable ü lancienne, je me propose seulement de resoudre la question 
du minimum dont je viens de parler, en la d@duisant des regles gendrales 
du caleul des variations. Ce probläme etant de nature A jeter quelque 
jour sur lemploi de la methode de Lagrange, je donnerai prealablement 
une demonstration generale de cette methode. Mais pour faciliter les 
transformations des formules, je commencerai par exposer un systeme de 
notations relatives aux projections algebriques, extrait d’un petit M&moire 
que jai publie en 1832 dans le Recueil de l’Acad&mie des sciences de 
Bruxelles. 


. 5 
Proprictes genörales des projections alg&briques. 

1. Definitions. Soient x, y, z, les coordonnees rectangulaires 
d’un point m. En donnant ä ces lettres divers accens ou indices, on ex- 
primera les coordonnees d’un syst&me de points rapportes aux m&mes 
axes. Mais pour designer les coordonndes du point 2, rapporte ä trois 
nouveaux axes rectangulaires ayant m&me origine que les premiers, on se 
servira des lettres &, n, ©; la lettre E etant correlative a x, et ainsi des 


deux autres, 





#) V. Principia generalia iheoriae figurae fluidorum in statu aequilibrii. 
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(a, 2) etant une fonction quelconque des variables «. 2, on £crira, 

d’ane maniere abregee, 

Fc-+, au lieu de Fc+-Fy--Vz; 

F (x, &) + IE - . (x, &) + F(y, &) + F(z, u; 

F(z,y)+; 2 w- ” I, ytFi'y, 2) +3, X). 

De m&me l’Equation symbolique 
Fx=0, + 
tieadra lieu des @quations 
Fz.=(, Fy=0, Fz = 0; 

T Cquation 


sera l’equivalent des &quations 
Fr =a, Fy=b, F2==.0; 
!’equation 


sera la meme chose que 
, gG L such yo 5 TE , 
Id) =0, Ky,d)=0, Kg) =0; 


et l’equation 
F(x,y) =(, +, 
la m&me chose que 
F(x,y) =0, F(y,2) =J(, F(zx) = 0, 
Mais si l’on Ecrit l’&quation symbolique comme il suit 
x, & —=0, 


+ 
elle exprimera le syst&me des &quations 
aan AIR ’ ir Dr Pa EHE - 
(x, £) =(, Ka) =0, Fia,)=d0. 


Il resulte de la que l’equation symbolique 
5’ en w- £\ 
I, &) + = I&, & +5 
hi, 
doit indiquer les trois equations suivantes 


Y(, &) + I(y, £&) +F(z, &) = I; £) +/St ff F> £) +/' =, &)» 
Fa,y)+FlymM+Flzn =], DEWIER )+f/(z, 9); 
Fa, )+FYOH+FROD) = SQ) G+fL) 


2. Remargque. Au moyen des notations precedenter, une seule 


expression suivie du signe +, peut indiquer trois expressions corrclatives, 
dont les deux dernicres se deduisent de lautre per !a permutalion des 


lettres 
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zz m , 2 en 7, 
4... v5 
ee 4 


Il est important d’observer que, dans les expressions qui contien- 
nent des lettres relatives a deux systemes d’axes, on ne doit permuter ä 
chaque fois que les lettres relatives a un systeme. Si le signe + est ü 
droite, les lettres que l’on doit permuter doivent ötre ä la gauche des 
autres; si le signe + est au-dessous, c’est linverse. 

3. Ayant mene par lorigine des eoordonnees, une droite quel- 
conque 7, on dösignera par (rx) le cosinus de l’angle que fait cette droite 
avec la direction de laxe des x positifs; le produit r(rx), on plus sim- 
plement r (x), exprimera la projection algebrigue de la droite 7, sur l’axe 
des x. Il est Evident que l’on aura 


r” = r"(zr) +; 


Mr (<r)’ = 1. 
4. The&oreme 1”, Les trois coordonndes x, +, du point m 
representent les projections algebriques de la distance r de ce point ä 


et, en divisant par 7’, 


l’origine des coordonnees; et les cosinus des angles formes par cette droite 
. I 
avec les axes, ont pour expression —, 7. 


La demonstration de ce theoreme resulte des premiers Principes 
de la ster&eometrie. 
5. Theoreme 2”, Liangle forme par deux droites r, 7‘, me- 
ndes par l’origine, est donne par la formule 
2. (rr) = (xr)\(xr)+. 
Demonstration. La droite z, qui joint les extr@mites des droites 
r, r', fait avec ces dernieres un triangle, du quel on deduit 
u" = + r”—?2rr(rr‘). 
D’un autre cöte la droite z est la diagonale d’un parallelipipede rectangle 
dont les trois ardtes sont + [r’(x)—r(x)], +. 
On aura donc aussi 
= [Jr +, 
ou bien, en developpant et en ayant @gard ä la relation (1.), 
u" —= rt +r"— Irr[(xr)(zr')-+]. 
En comparant cette valeur de u° ü la premiere, ou en deduira la formule 
2.). Donc etc. 








0 [4 . 4 . 
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6. Corollaire 1”, En faisant coincider successivement la droite 
r' avec les axes des Z, +, on aura par la formule (2.) 
3. (cDd=(aer)ad)+, 
+. 


7. Corollaire 2". En permutant les lettres relatives aux deux 
syst&mes des coordonndes, la formule (3.) donnera 
4. (0) = (r)lEr)+, 
+. 


8. Corollaire 3”, Si la droite r coincide successivement avec 
les axes des &, +; les formules (3.) donneront 
. @D+=l, Kent; 
+5 +; 
si r coincide successivement avec les axes des x, +; on obtiendra par 


les formules (4.), 
. Ei+=h, Eint=0, 
+5 u 
9. Corollaire 4”. En resolvant les &quations (4.) par rapport 
a (Er), +, et en comparant les resultats aux formules (3.), ou en de- 
duira les neuf relations suivantes 
1. ade yWEI-HIEN,+> 
+. 
10. Theoreme 3", x2,-+, et &,-+, etant les coordonndes d’un 
point quelconque 2 rapport@ ü deux systemes d’axes rectangulaires dont 


lorigine est commune, on a 


8. & = x(d)+, 
+3 
ou bien 
x 
Rn 


9. 


Demonstration. Les coordonndes d’un point quelconque sont 
les projections algebriques de sa distance ü l'origine.e En multipliant les 
formules (3.) et (4.) par cette distance on en deduit immediatement les 
formules (8.) et (9.). 

1l. Corollaire 1”, Si le point 7 est sur le plan des 7, Cd; en 
faisant 2= 0 dans les deux dernieres formules (9.), en obtient d’abord 


y=ıly)+tio; zs=ya)+£), 
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dou tirant la valeur de £, et en ayant @gard ü la relation (7.), on a 
Er) = ay)s—@a2)y 
8 
12. Corollaire 2”, Silon multiplie ces dernieres formules par 
une droite x‘, parallele ü Taxe des 7, on aura ces formules remarquables 
Ser) = (Ys—na)y 
r5 
que l'on pourrait facilement traduire en theor&mes de geometrie, et qui 
servent ü eCtablir la theorie des momens et des couples en me&canique. 
13. The&orcme 4”. Soit 4 une aire plane; a la perpendieu- 
laire @levdce sur son plan; on aura 
A(ad) = Alza)(cd)-+, 
+; 


Alaz) = Aa) En)+, 
+: 

Demonstration. En changeant dans les formules (3.) et (4.), la 
ietire r en a, et en les multipliant par 4 on obtient les formules rapportees. 

14. Corollaire 1”. Posons pour abreger 

A(au)+ 4(a'u) + A" (a u)+4' (au)... = SAlau); 
et nous aurons pareillement 
SARd=[aHSARc)+, et SAlan)=[kr)SAEa)] +, 
+; +. 

15. Corollaire 2". Ces formules demontrent que les sommes 
des projeetions algebriques de plusieurs aires planes, ont entre elles les 
memes relations que les coordonnees d’un point de l’espace, rapporte ü 
deux systemes d’axes. On aura donc 

[SAE] + = [SA@a] +. 

16. Corollaire 3”. En choisissant les axes des n et des ( de 
maniere que l’on ait SA(ne) =0, SA(le)=0; la somme des projections 
alg&briques sur le plan des 7, { sera un maximum dont la valeur est 

SA(&a) = VISA) +]. 
La position du plan des n, (, sera connue au moyen des formules de l’ar- 
ticle 14., qui donnent dans ce cas 


ou bien 


5A(ax) 





(x) = VIsAza”-+]’ 
Y 
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Remarque generale. Ce que nous venons d’indiquer sufft pour 
montrer l'usage des notations proposees et leur utilit@ dans les problemes 
ou il faut exprimer des relations entre les quantites relatives aux syst@mes 
d’axes rectangulaires. Mais c'est surtout dans la me&canique que l’emploi 
de ces notations est avantageux ü cause de la simplicit@ qu'il permet d’in- 
troduire dans les formules les plus compliquees. Dans le Me&moire cite 
au commencement de cet €cerit, nous en avons fait l’application au mouve- 
ment de rotation d’un corps solide. On en verra plus loin une nouvelle 
application. 

&. 1. 


Exposition de la methode des varialions. 


18. Designons par 
o. Var ne en 
une fonction donnde des variables independantes x, y, £, ...., et des 
.,, f} . BE . “ . 
quantites u, u’, etc. considerees comme des fonctions des mömes variables, 
Les accens et indices qui aecompagnent la lettve u servent ü exprimer, 
d’une maniere abregee, les co@fliciens aux differentielles partielles de la 


fonction z, de telle sorte que Fon a, par exemple, 
Fr 
Mi 


pn 7 gamdymdam 
19. Ayant Tintegrale multiple ddfinie 
V= SUdxdydz....; 
il est clair qu’en y substituant a la place de zu une nouvelle fonetion 
dont les valeurs different infiniment peu de celles de la premiere, pour les 





mömes yaleurs de chaque variable independante, et pour toutes les valeurs 
infiniment voisines de celles-la, lintegrale multiple aura une nouvelle va- 
leur // qui sera infiniment peu differente de /. Mais on aura la varia- 
tion la plus generale de / en substituant, en outre, d’autres variables in- 
dependantes £, 7, 9, . ... dont les valeurs different infiniment peu de cel- 
les des variables correlatives x, y, 2, .... Dans ce cas, on pourra sup- 
poser que les limites des nouvelles variables sont les nı@mes que celles 
des variebles primitives. 

Donc, si l’on fait 

1. Terknd::.y 95,89... v0, ie), 


on aura 
2. H-V=iP = S[TYdEdyndf....—Udrdydz....] 
Crzlle’s Jourmal d, M. Ba.XV. Hl. 12 
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20. Pour developper le second membre de la derniere dquation, 
nous cCerirons d’abord 

13. E=r-+ör, „=y-+öy, 2402, 0... 
et nous regarderons, conformement d I’hypothese de Farticle 19., les va- 
riations dw, Öy, 0z, »..., comme des fonctions arbitraires et infiniment 
petites des variables independantes x, y, 2, .... ‘De meme, si lon admet 
que l'on ait 

u = fa, Y,2%....)53 


-— 14 ” 
14. vo f(f,nL,...)Fw, 
en designant par zv une fonction arbitraire et infiniment petite des varia- 


bles independantes &, 7, &, ....» 


! 


ıl faudra prendre 


21. Si nous posons, pour abreger, 
v = u-öu, v=u+oöu', v,=u,+du,, ..:. 
_ u’ + du", etc. ; 
nous aurons aussi = U -+0öU, et Y’&quation (11.) nous fournira 


„ dU IU dU IU 
15. U = —Ice+- Eike ee d2....+-, du 




















d dy 
+ 45 8u + en ah 
+ un? +- d au, u, N PN TE 
+ Jul di PERS FRAr 
—- etc. 


22. Cela pose, substituons dans l!’Equation (14.), les valeurs de £, etc. 
donndes par les formules (13.); nous aurons, en negligeant les infiniment 
petits du second ordre, 

16. v—=u+tudöctudy+ udzs....+w, 
en considerant maintenant w comme une fonction infiniment petite des va- 
riables primitives x, etc. 

En vertu des &quations (13.) et (14.), on peut regarder v comme 
une fonction des variables primitives, ou comme une fonction des nouvelles 
variables. Dans la premiere supposition on aura par la differentiation, 


dv dv 


dv 7,det 2.dy + Teda.... 


et si Don difförentie la möme fonction dans la seconde hypothese, on aura 
dv—= vWdE+vdn+ ,vdS.... 
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Mais les Equations (13.) nous donnent 














dt = (14% )ax+ 422 ie 
17. Ju = (it Se) dy ee, dc 1.03 Bi: 
Jag= (14%) a: 1.8 dar, Fi 





etc. 

En substituant ces valeurs Jans la seconde expression de dv, et 
en comparant le rdsultat avec la valeur prec&dente de la meme diff@ren- 
tielle, ou trouvera 

dv j d.öox öy Ö: 
Fr Vi nr 739 I ar Pe 0 Er tee 

etc. 

D’un autre cöte, en diflerentiant par rapport a x les deux mem- 


bres de l’@quation (16.), on a 


Er u" +udct u, oy-+ ,u’öz.. ..tw' 


d a 5 


u, — 7 ie 

ru, dx + u 7 
dv 

La comparaison de ces deux valeurs de =; fournira, en negli- 

Ic 

geant toujours les infiniment petits du second ordre, 

| h > 

vu = u Hu öocHthu/ödy-+ ,uöz....+ w. 
Il est @vident que la comparaison des deux valeurs des autres coeflieiens 
dv 











da 


(4 
etc,, nous eut donne 


u, tu dc+u,öy+ ‚u,dz....+w,, 
‚u oz ‚u oc, Oy-+ „u oz .. ci + ‚w; 


. Er 4 . d [E 
dilferentiels —, 
dy 


U 


2 


’ 
[A 


IN 


‚ 
etc. 

23. En repetant sur les fonctions derivees v‘, v,, etc. les raison- 
nemens de l'article pr&ecedent relatifs ü la fonction v, on trouvera sans peine 
v' = u" Lu öctu"dy+ u”"dz....+ w 
v’‘ = u’+u"dct u, öy + ‚u,‘ ie, 

etc.; 
et generalement 
IV al SR TE SER iss F Zn AR HABE R kn BERFET R E HE wir 720 
Au en ie cette relation generale combinde avec les formules 


‚de larticle 21., on pourra &liminer de l'&quation (15.), les variations dw, 
12 * 


# 

















fi . ’ . ‘ . “ . 
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ü . . . 5 . 
du’, Ö,u, ete., et lon obtiendra une expression nouvelle pour dU que Fon 
mettera facilement sous cette forme 


18. U = Ve +U,dy+,Dbe....+Iw 

















EN... 08 dU 
LO en v_ ..9.% 
r dw du, ja ”r. - 
rs; dU 
IV — .... 
+ du‘ + du,, w,,+ d ,,u „We 
du au. 





14 ' 
Io DI ..0r0:% ... 
TR du’ ’ h 


—- etc. 
24. Il nous reste encore ä transformer le produit dEdndl.... 
Mais pour cela il suffit d’observer que Pon aura la valeur d£, par exemple, 
en faisant dans les formules (17.) dy=0, dl=(, .... et en Eliminant 
du second membre de la premiere de ces formules, les dillerentielles dy, 
dz,..... En negligeant les infiniment petits du 3"" ordre, on aura sim- 


plement 





d.öx 
dt = (1+ 2) ar. 
On trouvera pareillement 
d.öy Q d.öz 
4= (14 )ay elta. 
Partant 


r . d.dx d.dy d.Vz ) 
Er Ir I — - ..... F ..os® 
dednaf.... = (++ + dedydz 


25. Si nous substituons dans l’@quation (12.) la valeur de ce der- 
nier produit ainsi que l’expression de Y de larticle 21., nous aurons 


7 = s[iv+v(e 4 + ee. eruyas:...; 














ou bien, en integrant par parties, 
IV = SUdxrdydz....+8SDdydredz....+SUdzdrdy....-+ete, 
+S6U—UD'öx—D,öy-— ,‚Döz....)dzedydz.... 
Il est nöcessaire d’observer que, les termes qui forment la pre- 
miere ligne du second membre de cette @quation se rapportant aux li- 
mites de lintegration partielle, il faudra prendre ü la place du produit 
DUöx, par exemple, la somme 


Ve), —Dde), +Ube), 
’o 


’0,0 ’08,0,0,0 


_ Vox), ai etc., 
Bu. 


dans laquelie la caracteristique @,.,... denote une fonction donnde de 
‚ indique que dans la fonction Udx 


” j ce ITIS.N 
Y;> wo... et la notatıon (DL 2 ‚F, 


„uyrı. 
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il faut substituer la fonction P,,.,.... a la variable x. On pourra ecrire 
simplement (Ydx), au lieu de la somme precddente; et si l’on designe 
par % une fonction donnee de &, %,....; par x une fonction de x, y,.. 

etc.; la derniere expression de 07, eu egard ü la formule (18.), deviendra 


V/= zn he gen rigen. AA Inc «nee 








dU ze dU dU 

+s(Zw+S En le Taha 
d U gi dU Be; 
nt HP.7 u,, w,t 7 d,,u 


dU } nor 3 
KW ah. 


26. Lintegration par parties donnera 


odl U 1 UN’ 
A - w) aydz....—S(< jJwdadydz.e. 












































du du’ p du 
dU !dU E (=) h 
ir w‚dxedydz. = SI w) da dz..—S rn Aland dzı.ee 
etc. 
aU dU ) (2) | 
i u aa “4 Z os,» = Zero, — {78} dy Zonen 
Sm W dxdyd s(7 w a i Ss I) % ’ yd 
+s(27)" wdadydz... 
dU w® = (22 ,) ig | 147) ] 
Sende dy Bis. k — y du, w, ER Ss du,, Ay Fre Bir 
dU 
s( ) wdaxdydz.... 
t 44 du,f 
CIC. 
dU , ü hr (47 ) 4 Bi ] a 
Se ardrde. = S(7,w) ayds..—S (ward 
I 
+s(22) wdedydz.. 


4 


etc. 

27. Si, au lieu diotegrer d’abord par rapport A x et ensuite par 
rapport ü y, on eut suivi une marche inverse, on anrait frouve a la 
place de la premiere ligne du seeond membre de la derniere dquation, 


cell-ci 
s(ad ) (4 d 
sh w OR TUE TVENIR Re ’K | dydz.... 
r IU 
Done, em posant pour abröger, ;—, = HH, on deit avoir 
/ 


$(1w, + IT, w),dydz... = S{Nw'+-Ifw),dxdz... 
Pour s’en conyaincre on observera que le premier membre de ectte equa- 
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tion: est la m&eme chose que 


‚dIbw, +1, w | 
$ 2 1) dx dydz..=%S (Tw’+ IP’ w,+Il,w +IT'w)dxdydz.... 


Ss d(ITw' + IT w) 
‚dy 

= 5 (ITw'-+ Il’ w),, da dz.... 

£ , A B 
On pourra done prendre conformement ü la remarque de Mr. Poisson, au 
lieu de la premiere ligne du second membre de la derniere @quation de 
la derniere “quation de Vartiele precedent, la moitie de sa valeur plus la 
moitie de la valeur des deux termes &quivalens, 








dydx dz...ı 


28. Au moyen des transformations de Tarticle 26., et en ayant 
egard ü la remarque qui precede, si Ton fait pour plus de simplicite, 


up (dU (a) . en) 1 Ma 

N = J ) Pe u Se ee u ar u ..1.. 

i : ind du‘ du’ du,‘ 2 ‚\d,u’ |" 
4 dU er: 


+ die „2 + 




















2 "du, "d,u' ‚uw 
ee REITEN a 
p 
a ER (5) 1 ka): 1 (223 ) 
= IUödr +1 — —I-—) — —  — ee 
| I du, du,, 2’ \du, 2 ‚\d,u, " 
' dU aU / 1 d I 
7 d.u,, wrhz 2 "du/ ie 2 "d,u, ferien 
N REERENR. 28 BT a % 
eIcC. . > . . . . . . . » u “ . ° . .; 








BT}, Sa en 6} 
” 7." du,f, ”T FEang 
| au) (av) (eV) 
°R; (— K; dıu,, ) 7 d,u ": 
dEU ) 
+), Br in BERR ETEN 


2 u au ee iur wa ., 
l’expression generale de la variation de 7’, mise, sous la furme la plus 








simple, sera 
I = S(Ädydz...+Idzdxr...+Zdrdy....t etc.) 


45Rwdxdyaz. 


29. Lorsque le nombre des variables independantes est au- dessous 
de quatre, les integrales qui se rapportent aux limites sont susceptibles 
d’uue röduetion ult@rieure, ainsi qu’on. va le, d&montrer. 
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Supposons d’abord ‘que les variables ind@pendantes soient x, y, :. 
L’intgrale triple 7 s’etendra a tous les elömens d’un volume dont les 
coordonndes rectangulaires d'un point queleonque sont X, y, x. Les inte- 
orales aux limites seront des integrales doubles qui devront s’ötendre ü 
tous les points de la surface ou des surfaces qui terminent le volume. I 
est aise de s’assurer que la normale y a un point quelcongue de Pune de 
ces surfaces, prolongee en dehors du solide, donnera 

ve)de = tdydz, + 
en designant par do” l’element de la surface. En outre, si lon almet que 
les valeurs des variables ‚et des autres quantit@s qui entrent dans les fonc- 
tions X, se rappertent a un point quelconque de la surface du solide, on 
aura foujours sous le signe S; dydz=(va)de’, +; ce qui changera l’ex- 
pression de 0/ en 
IV = S(Ky)H)d® + SRwdxdydz; 

la premiere int@grale devant s’etendre a toute la surface du solide, et la 
seconde ü tout le volume. 

En reduisant les variables independantes aux deux x, y, lintegrale 
Y se rapportera aux @lemens d’une surface, et les integrales aux limites 
seront relatives aux points des lisnes qui terminent la surface. Pour fixer 
les ideces, nous supposerons que les projections de ces lignes sur le plan 
des x, y, sont deux courbes rentrantes dont l’une contient l’autre, et 
qu’elles sont renfermees toutes les deux dans l’angle des x, y positils. 

Cela pose, prenons sur l’une de ces ligues un point m dont la 
projection tombe sur un des points ou la courbe rentrante tourne la con- 
vexite vers laxe des x et la concavit& vers laxe des y. Par le point m, 
menons une tangente n a la ligue qui forme le bord de la surface, de 
maniere que Vangle ny soit aigu. Soit, en outre, s la longueur variable 
de cette ligne, -dont Ja valeur augmente dans le sens de la tangente ». 
Les valeurs des quantit&s qui entrent dans les fonctions X, Y, se rappor- 
tant maintenant au point 2, on aura sous le signe S, dy=+/(ny)ds, 
dx=+(nx)ds; le sigue superieur ayant lieu pour tous les points de la 
eourbe exterieure, et. le signe inferieur pour tous ceux de la courbe in- 


terieure. 
On aura donc, dans ce cas, 
19. 07V = +S[Xwy)—Y(e)]ds 
+$52wdıedy. 
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PU. . 2 kan! . . r " 
Enfin, si la variable x etait la seule variable independante, on aurait seu«- 


lement } 
7 = N —X, +tSRwde, 


en designant par‘, la valeur de X relative au premier point de la courbe 
ä laquelle se rapporte lintegrale /, et par X, la valeur de la m&me fonc- 
tion, au dernier point, 


.- BR, 
Application des forınules prec&dentes a un exemple remarquable. 

30. Un vase, de forme conoidale, &tant rempli d’eau jusqu’ä une 
certaine hauteur, on obtient l’&quation de la surface du liquide en &qui- 
libre, en determinant les conditions du minimum d’une certaine fonction, 
Pour faciliter l’enonce® de la question, nous supposerons que l’on prenne 
pour plan des x, y, celui d’une section horizontale du vase A une di- 
stance sensible au-dessus de la surface libre du liquide, et pour axe de 
x, la verticale dirigee de haut en bas. Nommons o Taire de la surface 
libre du liquide, r Faire de la surface interieure du vase, comprise entre 
le bord » de la surface o, et la ligne 9, intersection de la surface r avec 
le plan des x, y. Enfin soit p la projection horizontale de la ligne «. 


On aura 
e—=Ssy(l+:”+3:)).dedy, 
la limite de cette integrale &tant la ligne » assujettie ü rester constam- 
ment sur la surface interieure du vase; 
«= Ööy(1l+z”"+z)).dedy, 
les limites &tant la ligne fixe 9 et la ligne mobile ». 
Si nous posons, en outfre, 
v—= S(j”—cz)daedy, 
lintegrale etant etendue A la somme des surfaces r et r, et la lettre © 
designant une constante donnee; il s’agira de rendre un minimum la fonction 
F=zvu+hcH+hkr, 
ou A et k denotent deux constantes dötermindes. 
31. Pour rÖsoudre cette question il sufit de trouver la variation 
de 7 et de l’egaler ü zero. Mais on a 
20. IV = du+höc+kör; 


par consequent il faudra d’abord calculer les variations des fonctions v, 


0, et Tr. 
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On fera, dans les formules de l’article 28,, s=0 et u=z; ce 
qui donnera premierement 
X= Döx-t Zw 


Y= Uöy FR 








dz, 
dU (2 / (2) 
sh re 9 a Fr 


32. Soit maintenant V=1!z?—cz; les formules ci-dessus de- 


viendront 


X = (1!—cz)ör, 
Y — (12?—cz)0y, 
2 z—c; 


et si lon substitue ces valeurs dans la formule (19.) on aura 
dv = Sr — c3)[ny)de— Ma)ödylds+S(z—c)wdxdy. 
La premiere de ces integrales &tant relative ü la ligne 9 dont tous les 


points sont fixes, on aura ö&x=0, dy=0; ce qui reduit lexpression 


precedente a 
21. dv = S(s—c)wdrdy. 


Si Ion fat Y=y(1+z”-+z)); les formules de larticle 31. don- 


neront 


X Dic+ Zw, 


= Ddy+-w, 


„IN/ - 
= -6)-(); 
U U), 


et l’on obtiendra par !a formule (19.), 


9.8Udady = +8 [70° + TE) an — (Ur +) nw]as 
5 [(7) + (5) Je ax ar. 


Le double signe indique qu’il faut etendre d’abord lintegrale simple 

a tous les points de la courbe exterieure; l’etendre ensuite ü tous les 

points de la courbe interieure, et retrancher le second resultat du pre- 

mier. Mais par rapport ü la surface o, il ne faudra prendre que le siene 

sup£rieur, puisque cette surface n’a qu’un seul bord d’apres I’bypothöse. 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XV. Hit. 1. 13 
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Dans le cas contraire, il faudrait appliquer la regle gendrale; ce qui au 
reste n’offre pas une plus grande diffieulte. Si lon applique la formule 
prec@dente ü la surface r, il faudra prendre le signe plus, si la courbe p» 
renferme la courbe 9, et r&ciproquement; attendu que la courbe 9 &tant 
fixe, Vint@grale par rapport a cette limite est nulle d’elle m&me, comme 
nous l’avons fait remarquer au commencement de cet article. Il en est 
de möme des termes qui sont sous le signe relatif A lintegrale double; 
la surface r Ötant fixe, ces termes sont nuls d cause du facteur zw qui se 
reduit A zero. 

33. Cela pose, si par le point z de la ligne », oü correspond la 
tangente 7, on mene, daus le sens des x positifs, la normale Zä la surface 
du liquide, et dans le plan tangent ü cette surface, du cöt& des x positifs, 
une troisieme droite &, perpendiculaire a 17; on aura, comme on sait 


nl os 


2 1 2 i z 

(<2) u (dx) u Sy) u 

et si l’on observe que 
w—= 0z— dr —z,0y, 

on trouvera sans peine 

x’ w \ zZ, Ww / \ 

(D°+ 2) un- Wir+ FF) = Iun&d—a)@N]zr+. 

Le second membre de cette @quation, en vertu de la formule (7.), se re- 
duit simplement & (x&)dx-+. Il viendra done 


dor = SH -+]ds—S (=) „1 (| wdx dy, 
dr = +5[ed)dc+]ds, 


£, etant par rappot ü la surface r ce que & est par rapport ü eo. 


34. En combinent ces deux formules avec les formules (20.) et 
(21.), on voit que pour rendre la fonction 7 minimum, en doit avoir 


‚ t. z' ! “) “nr 
23. (7) -G ER 


(hd) +klet)dc + = 0. 
Les variations Öx, + devant satisfaire & l’&quation differentielle de la sur- 
face r, laquelle peut @tre mise sous cette forme 


(Er + =, 








et 


et 
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en designant par &, la normale prolengde dans le sens des = positifs; il 
est elair que l’on aura les trois equations 
Kad)skei)tiag)=0I, 4 

ou A indique un facteur inconnu, 

Multiplions ces dernieres @quations respectivement par (x&,),'-+, 
et en ajoutant les produits nous trouverons 

h(EE)+R—= 0. 
Cette formule et l’&quation (22.) renferment la solution du probleme 


‚ ‘ 1; 4 - IE ; - u 
propose. On s’assure aisement que l’equation precedente indique que le con- 
nus de l’angle form& par l’el&ment de la surface libre du liquide, pres du 


. . “- k 
vase, aveo la partie inferieure du vase, est &gal ä—. 


Liege le 15. Decembre 1834. 
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>. 


Additamentum ad eommentatıionem 13. pag. 182. 


ın hujus diarı volumine XIV“. 
(Auct. Dr. Chr. Gudermann, prof. math. Monast. Guestph.) 





I 2 3 4 
O uantitates D, ®, P, ®, etc. ipsae celerrime decrescunt, ipsarumque limes & certo 
= () est; est enim 


«D 


’ ut Ba. 
pP—sinpcosp— sin pP’cosp— 35510 p° cosp—- etc. 


Nota vero est series =sin cosp+— sing cosp+ 35 sinp' cosp--.... quam in 

theoria functionum potentialium (pag. 22.) invenies, quapropter D=0 est. Hinc 

sequilur primo, etiam seriem ; 
1.3.5 3 > 


1 ı 3 20% 
0 = 9.p+4 bp+35 by+232 Öp-+ etc. 


Usus et hujus seriei in computandis tabulis est perguam commo- 
>” . * 1 2 . 
dus, ubi amplitudo  spectatur constans, numeri vero P, P, p, etc. spectantur varia- 


rapide convergere. 





biles. Si e.g. valores integralis 
; dp . Fä IpV (L-—- k? sin?) 
Y, sive ( -— k? sin 
Jo V (1—k? sin?) FI 7 Pr 
e dato valore amplitudinis 9 computare vis omnes, modulus X est variabilis, ideoque 


Bi 2 3 4 
variabiles etiam sunt p, p, p, p, etc., quae pendent a modulo k, et semel computatis 
3 - 


ı 2 
valoribus D, D, D, D etc. pro quovis tunc modulo k utimur. 
Öperae pretium foret compultare tabulas auxiliares functionum 


























I E . 24. 
P = 9—sinpcospgy=Zzsinp!cosp+ 55z5inp‘ c0sp-+-.... 
A ’ Zr, 3 _ 24 . s 2.4.6 . - 
DPD = gp-—sinpcosp——sinp* cosp = zz sin p* cos +35: sinp’ cosp—+.... 
En ge JRR” RBB. ° SPRRER 
D=9-sinpcosp — zsinp? cosp — zz 85inP’ cp = 3775inP osp-+.... 
etc. elc. 
yuarum usus est frequentissimus. Eaedem functiones eliam exprimuntur formulis 
- % 
DP=9—7Zz5in2p 
2 u. 21 sind 
D=9— 3 sin2p+ 347» 
7 u . 3.2 sindp 3.2.1 sin6@ 
( Ban — m 2 u 3% ur - . 
b=9-7:u29475 7 Ar Ze 
7 4. 4.3 sind 4.3.2 sin6p , 4.3.2.1 sinSp 
“D — D— — 2 - . eg . . = . ® 
P=9y—- zent Br 6 Tora 
sive generalius formula 6 
Ben r(r—1 sind r(r—1)(r—?2 sin6gq 
DD = D— sin2gp-- a Ed | % = 3 T + etc. 
r-+1 r+l)(r+2) 2 (r+1)(r+2)(r+3) 


Ubi in serie (7.) subsiituitur series pro @, quam supra ENEN. formula abit in 
: kr 2 um 2.4 | ! 13 5) si r 
0 = psinpcosp—+ T (+ 5 p) sin p? cosp-+ 55 (p+5P+35 p)sing°’ cos 
2.4.6 1 ! „ae, 1352 
+357(+ 64 





„pt 54PTt 37 P) sing’ cosp-t etc., 
quae vero series non tam rapide convergit, quam series prior, unde derivata est. 
Scripsi Monast. Guestph. d. 20”° Julii 1835. 

















b. 0.6.J, Jacobı, de eliminatione varıabilıg e duabus aequationibus algebraicis. 10] 


6. 


De eliminatione varıabilıs e duabus aequatıonibus 
algehraicis. 
(Auct. C. G. J. Jacobi, prof. erd. math, Regiom.) 





I variis methodis, quae ad eliminationem variabilis e duabus aequationi- 
bus algebraicis proponuntur, extat, quam in hibris, quae olim Cl. Bezout 
de elementis mathesis composuit, legisse menini, et quae prae ceteris 
multis nominibus se commendat. Quam praestantissimi Algebristae metho- 
dum sequentibus breviter exponam, eique varias addam observationes. 
Aequationes duas propositas eiusdem ordinis esse supponamus; quo- 

ties enim altera inferioris ordinis esset, nil mutabitur, nisi quod coefficien- 
tes potestatum superiorum, in ea deficientinm, in formulis subsequentibus 
nullitati aequandae forent. Sint aequationes illae: 

Sa) =." +, "+0." Hr... 0, 

® (*) nn; b,.%" + bn16" + bu-2 ae + 3 Bike ng by 0. 


Aecquatione secunda per «@,, prima per Öd, multiplicata, et altera de al- 


II 


tera subdueta, prodit aequatio (2—1)" ordinis. Aequatione secunda per 
2,2 +0@,_,, prima per 5,2 -+-Ö,_, multiplicata, et subductione facta, alte- 
ram aecquatisnem (2—1)" ordinis eruis. Aequatione secunda per 0a, x’ + 
@, 12% + @,_., prima per b,=° +2, ,x0 + b,_. multiplicata, et subduetione 
facta, tertiam aequationem (2—1)" ordinis eruis. Quibus continuatis, e 
duabus aequationibus propositis 72 alias aequationes (2—1)" ordinis dedu- 
cere licet, quarum postrema obtinetur, aequatione secunda multiplicata per 
ac ta"... +a,, prima per db, 2"""-+b,_,2”"”-+....$b,, et sub- 
ductione facta. Ex his aequationibus Exlerus olim in Introduetione pri- 
mam et postremam adhibuit, ut e duabus aequationibus propositis duae 
aliae deducantur ordinis proxime inferioris; de quibus per eandem metho- 
dum duabus alis deductis ordinis unitate inferioris, repetito negotio tandem 
ad duas aequationes lineares perveniri docuit, e quibus et valor radiecis 


communis pedi potest et aequatio conditionalis, e qua variabilis prorsus 
abit, Sed ubi omnes 2 aequationes (2—1)" ordinis, quas de propositis 
Crelie's Journal d. M. Dd. XV. Hit. 2, 14 
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dicto modo deducere licet, iuxta adhibes, ex illis 2 aequationibus, quae 
sunt inter 2—1 quantitates x, &°, &°,.....x""' lineares, has 2—1 gnantita- 
tes eliminare licet; «quo facto statim ad aequationem finalem quaesitam 
pervenis. Haec est methodus a Cl. Bezout proposita, omnium, uti videtur, 
expeditissima; qua, videmus, problema de eliminatione variabilis e dua- 
bus aequationibus 2" gradus revocari ad eliminationem 2—1 variabilium e 
n aequationibus linearibus, quae eliminatio per formulam notam ac gene- 
ralem absolvitur. Methodum illam iam ulterius prosequamur, 


2, 
Statuamus 


m, = [e, Ze ul AR x"’-+. .. ta] Px) —[b, Alk 2 b,— et. >. +]/&), 
m, =[a,20 +00 +....+0]00) [1,0 +2... +b,]fle), 
ae a a Lich De rn ae 277) 


MM „. Vase, fa), 
sitque, termino constante per x’ multiplicato, 


m, = RRRE a u FRE Ze il ARTE Ze EEE wi FERNE Se 
m, = ÜUyı: ae + G,, 1X" + 23 PL +.. + pe, 
u, m, = Ob, „at G,28" + On, A nr .t Un-1,. Fate 


. . . * “ r3 


m. Gon- PT > is L, ze RER a 
Erunt aequationes (2—1)" ordinis, e quibus, ipsis x', x", &°, .... „1 
eliminatis, aequatio quaesita prodit, 
m, == ©, m, = 0, m =0, :-.:..: Mir = 

Naturam harum 72 aequationum accuratius examinemus, 

Et primum obseryo, in dis coöfficientium series horizontales et 
verticales easdem esse, sive haberi 

3. I, = Q,re 

Habetur enim 


4. m, = [e, 2" "+o,_,2"°.. +0,41] Ya&)— [2,2 "+6,12" the) 


= 0,20 +0,80 4,04... 0,180", 
ideoque substitutis expressionibus 
f(x) = a," + a, a" + an" "+... +0; 
x) = b,2"+b,,0" bat... bo, 
invenitur 
3 u. 


Qsrıd, + 0.42 d,-1 +2... +:.:+ Q,4 
_—. [dsrı Q, + burn 0,1 + Du+3 d.2 + .... -r Dre Qu]» 
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Sir--s-+1> n, expressio superior fantum usque ad terminum @,b,4.41_.; 
inferior usque ad terminum — b,@,,,41-. tontinuatur, 


Permutatis inter se r et s, fit 
Gr = tt bt + d 
— b,41 + bp tb 024 +... + dur Qo]e 
Sit s>r, haec expressio illam excedit terminis 
0,6 +0,81 +. +0 Tr Fb Ft... +2, @,21]s 
qui cum sponte se destruant, prodit «,,= &,,, q. d. e. 
E formulis (1.), (2.) sequens fluit: 
m, tm, e+m,x’4+....+m a" = Zu,,xx 
—= [na,x"" + (n—1)a,_,2"”+....+0]0(&) 
— Ind, 2" +(n—1)b,,x2”""+....+b]/(x), 


siquidem in summa assignata numeris r, s valores 0, 1, 2, .... 2—1 tri- 
buimus. Quam formulam etiam sic exhibere licet: 
of) — f(x) og(z) 
(2) 


mytm, x + m,&° +....4m,_,x"" 978 er a == 9 2) - 
° UX 

3. 
Consideratis x’, x', &°, .... x" tamquam 7 incognitis, statuamus, 





per resolutionem 2 aequationum linearium (2.) obtineri: 
L.x = A,um +A, m + Aa Mm +... + fon. 
L.x' = A,m, +A, m, + A, m +... + 4-1 70-13 
6. L.x* = A,m +4 ım + Ay,m +... + An m 


‘ . ‘ . . ® . ” . [ . ” . . ” [ . ® 


Le" = A,,0Mm, +4,17 + An, 02 +. Ann Anni; 


ubı 
L = + duo Qu On, RS Un—1,n—19 


siquidem per summam illam, uti saepius, designamus aggregatum 1.2.3....n 
terminorum, qui e termino &y,o &y,ı &a2++ ++ Gn-ı,n-ı Proveniunt, indicibus 
omnibus aut prioribus aut posterioribus omnimodis inter se permutatis, 
sipgulis terminis praefixo signo aut + aut — ea lege, ut binis ex indici- 
bus aut prioribus aut posterioribus inter se commutatis, tota expressio 1. 
yalorem oppositum induat. 


Proprietatem aequationum propositarum (2.), coöfhcientium series 
horizontales et verticales easdem esse, notum est, etiam aequationibus ea- 








rum inversis convenire (6.), sive haberi 
TI. A = A, 


14 * 
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Aequatio finalis, quae ipsis x', &°, .... x"! ex aequationibus 2, 0, 
m=0, m =(, .... M.-ı =0 eliminatis, prodit, est 


8 L= too Gıı 02.2 .... Un-1,n—1 ° 


Radicis communis x et potestatum eius, varias expressiones eruimus. Omit- 
tamus enim e r aequationibus 


m=0—9, m=0—9, m=0, ... mid, 


unam aliquam; e reliquis 2—1 aequationibus rationes determinantur, in 
quibus sunt 2 incognitae x, x', &°, .... x"!; et prout aequatio omissa 
est prima, secunda, tertia, cet., 7°, z varii modi habentur, quibus ratio- 
nes illae determinentur. 

Si aequatio non adhibetur 7, 0, habetur e (6.): 


„0 . 1 “ R > ‚7 1 _— [7 4 * . 
9, KL = x ® X .».e.0.. Eh — A): > Ar: - A,, .>—„»->»-.o ie 
unde 


wa A, 


r’,r 


° Hu; } 


Eodem modo invenitur, si aequationis 7,,—= 0 usus non fit, 


2 : ac! . 2? au gm nn Ayr ° Mi . Ar, ....,; d 


n—1,r'} 
unde 
Y * 5 nn nn . 
x . N rn A,, . Auer 


ideoque cum sit 4,,.= 4,,,, fit, utraque proportione addita, 


10. ar. m An: Au, = Au,8: Aure 
Videmus igitur, designantibus m, m’ binos quos libet e numeris 0, 1, 
2, 2... a—1, producta x”.x” esse ut quantitates An. Unde sequitur, 
quoties +s=r'+s‘, Deri: 
Ad, ; — EV 
B 
4. 
a 
A equatio finalis inventa 


L= +00 Ui one res Onat,uut 0, 


factore superfluo non affecta est. Nam cum quantitates «,, et respectu 
constantium a, et respectu constantium Ö, sint lineares, patet expressio- 
nem L et respectu constantium @, et respectu constantium Öb,„ ad 2" di- 


mensionem ascendere. Quam respectu utrarumque constantium dimensio- 
nem esse aequationis finalis genuinae, ab omni factore alieno liberae, « 
prior! constat. 
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Öbservavit enim jam olim Kulerus in Commentariis veteribus Aca- 
demiae Berolinensis T. IV. ad a. 1748, veram ac genuinam obtineri aequa- 
tionem finalem, quae eliminata x ex aequationibus f(x) =0, P(x)=0 
proveniat, si radices alterius aequationis P(x)=0 omnes in altera func- 
tione f(x) substituantur, atque productum ex valoribus, quae ea substitu- 
tione eruuntur, —= 0 ponatur. Cuius producti respectu constantium, «quae 
functionem f(x) affıciunt, patet eandem dimensionem esse atque numerum 
radicum sive gradum aequationis P(x)=0. Qua de re, cum valere de 
altera functione debeant, quae de altera valent, si L=0 aequatio Iinalis 
genuina, designante Z expressionem integram eonstaufium, quae functio- 
nes f(x), D(x) afhciunt, ipsa L respectu constantium functionis f(x) eius- 
dem dimensionis erit atque functionis D(x) gradus est, respectu constan- 
tium functionis ®(x) eiusdem dimensionis atque functionis f(x) gradus est. 
Casu igitur nostro, quo utrique funetioni f(x), P(x) est x“ gradus, ex- 
pressio ZL respectu et huius et illius constantium ad 2“ dimensionem 
per ipsam naturam quaestionis assurgit, sicuti expressio supra inventa 
Z +0,04, 02* ++. nı,nı; Meque ad minorem ascendere postest. 

Quoties igitur in calculis nostris sequentibus incidemus in aequa- 
tionem aliquam M ==0, in qua H expressio integra rationalis constantium 
O5 du; Quae respectu sive harum sive illarum ad minorem quam n'““ 
dimensionem ascendit, concludemus, illam non esse posse aequationem 
finalem neque per eam divisibilem, sed ipsam M indice evanescere, 

5} 

Expressiones A,,, et respectu eonstantium @„, et respectu con=- 

stantium d,, (2—1)* dimensionis sunt. Unde aequatio $, 3. inventa 

A, = Ans 
cum et respeetu constantium «,„, et respectu constantium Ö,„ tantum ad 
(n—1)"" dimensionem ascendat, e $° antecedente identica esse debet; 
sive guantitates omnes A,,, gulbus eadem est summa indicum r-+-s, 


identicae sunt. 
Expressiones A,,, eum tanftum e summa indicum pendeaut, exhi- 
bebimus in sequentibus per eharacterem 
1l. A, = Ay 
Ouo adhibito notationis modo, videmus, eam esse naturam coöfficien- 
tium qa,, guae aeguationes.lineares afficiunt, e guibus eliminatione in- 
cognitarum facta aeyuatio finalis quaesita petitur, ut posito: 
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nut Yo Far ter + Ani en = 
0% H &ıırı Far tere. HF lı,n-ı Fn-ı 
IR, 0 F Rırı Fra tee. Oan—1Cn-ı = M;, 
TEILTE TEE DD EDLER ED Wi 
\ nu Fr + nr ten + in = M.-ı3 
nequationes inversae, guibus quantitates x, per quantitates m, exhibentur, 


1 
S 


formam seguentem induant, 
L.o, = A,m, + Am, + Am, -+...+4_,m.s 
Lo, = Am +Am + hm+..+4 M.-1 

15. Lo. = Am + Am + Am, +... + AH Mmn-; 

TE ER TI A FED 
Lo, A, 1m tm + A, Ma Fee. + Au. Mae 

Adnotemus, substitutis aequationibus (13.) in aequatione (12.): 
GC + ur tar terre nn = Mm, ; 

sequi, 

14. 0,0 ÄA, +, 1 Ar Hua Ara + or0o + m Arne = L:; 
porro, si r et s inter se diversi, fieri identicae: 

15. At a Ar + Ar tor tun Ann 0; 
quibus in formulis numeri 7, s valores omnes 0, 1, 2, 2... 2—1 induere 
possunt. 

6. 
Sequitur e formulis (10.), (11.): 
ET a An a Äsarı 
ubi 7, r‘, s, s‘ sunt numeri quieunque e numeris Ö, 1, 2%, .... 2 —1. 
Unde videmus, yuoties pro valore ipsius x aequationes f(x)=0, D(x) =0 
simul locum habeant, ideogue sit L=Q, Ipsius x potestates x” esse 
inter se ut oguantitates A„, designante m unum aligquem e numeris 
0, 1, % 22.0. 2n—2, sive haberi: 

16. 1:0: ı0°..0.0:10T7 a A di: Ar Arc A 
Unde variae relationes deduci possunt, quae inter quantitates Ay, Aıy su. 
.... 4, intereedunt, simul ac inter constantes @„, d„ aequatio conditio- 
nalis Z= 0 locum habet. Ita invenitur e (16.): 

17. An An: Ant AA, = A), 
sive exXpressiones 


Ad 
esse per L divisibiles. 


A m Anım s ASTA, — AN 


m *® 
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Si aequationes propositae 
0= tx) = ,x"+0,_,x""+0,_: "tert, 
0=Da) = br" tb," tb" tet 
per 1, x, &%°, .... x” multiplicantur, et in productis potestates ipsius x 
per quantitates 4, exprimuntur, prodeunt aequationes: 


= At At+RAt...Ht 0A, 
0 pen; a,ÄA, +, A+%A; te... + 0, Anrıs 

18. 0 = A + A+9ATt.... +0, A,r, 
0 = aA, + a, A,-ı Tr 0, A, m u En. 5 En Am, 
0 = A +5ÄAı+bA, + ...+2,A,, 
0=b,A+b,h+bAH+...tb, Ars 

9. = 5.4+54+6,.4+..+b,An 


= A, tb AhMmnt& At... 4b, An-as 

At expressiones ad dextram in aequationibus (18.) respectu constantium 
b,,, in aequationibus (19.) respectu constantium e,„ tantum ad (2—1)'" 
dimensionem ascendunt; unde ex observationibus $.4. factis aeguationes 
(18.), (19.) identicae sun. 

Vidimus, e constantibus, quae duas aequationes propositas n" gra- 
dus aflieiunt, formari posse 22 —1 expressiones integras, quae respectu 
constantium alterutrius aequationis ad (2—1)'"" dimensionem ascendunt, 
et quae, quoties aequationes propositae radiceem communem habent, sunt 
ut potestates radiels communis 0%, 1%, 7%, .... (22—2)". Et facile li- 
quet ex antecedentibus, eiusmodi expressionem, guae sit ut (In—1)” 
potestas radicis communis, non dari. 

Sit enim A;,_ı eiusmodi expressio talis ut habeatur: 

ea TI en Ash: Ask dt cn Ach 
multiplicatis aequationibus propositis per x”"", et loco potestatum ipsius 
x substitatis ipsis 4, Tavenitur: 

hats A te Ayı Free tn An = 0, 
Aare te... +6, dr 0, 
quae aequationes identicae esse debent, cum respectu constantium alterius 
aequationes tantum ad (2—1)"" dimensionem ascendant. Aequatione pri- 
ma iumeta aequationibus (18.), secunda aequationibus (19.), ex altero ae- 
quationum systemate derivari possunt rationes, in quibus sunt quantitates 
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Qu; Gy @ny oone An, EX altero rationes, in quibus sunt quantitates 2,, b,, 
bay eo Du» Quae rationes cum plane eaedem ex utroque systemate 
proveniant, haberetur 
3a, EDS ed 
qguod absurdum est, 
Te 

Sint M, N functiones ipsius x rationales integrae (2 —1)" ordinis; 
in quibus cum sit coefficientium numerus Ir, eas semper ita determinare 
licet, ut expressio 

Mf(x)+-Noö(@)=P, 
datae cuilibet expressioni ipsius x rationali integrae (?2—1)" ordinis ae- 
qualis evadat. OQuae co@fhicientium ipsarum M, IV determinatis resolutio- 
nem 2? aequationum linearium inter 22 incognitas propositarum postulat. 
Vocemus L denominatorem communem valoribus co£flicientium algebraicis, 
qui per resolutionem illam obtinentur, ac statuamus 
M)+NO)=P=L.Q, 
inveniuntur coöfhcientes funetionum M, N ut expressiones integrae con- 
stantium, quae functiones f(x), O(x), Q affıciunt. 

Quoties simul f(x) = 0, D(x)=0, erit etiam L=0; statuere enim 
licet O=1. Quae aequatio, cum sit a x libera, ipsa est aequatio finalis 
quaesita, quae cum Supra inventa prorsus convenit, Adhibuere hanc me- 
thodum ad eliminationem praestandam primus Cl. Euler in Actis. Acad. 
Ber. T.XX. ad a. 1764. Demonstremus iam, quomodo, si Q sive 1, sive 
x, 0, 0, 020. 2, sive functio ipsius x rationalis integra (?2—1)" or- 
disis quaecunque, functiones multiplicatrices HM, /Y generaliter per expres- 
siones As Ars Ars oe. An. determinentur. 

Restituto in (13.) x’ loco r,, provenit, designante r unum e nu- 
meris Q, 1. 2, 2 e nl, 

L.x = A,m, + A, m FF Ay m + es. tt A ir Me 
In qua aequatione si substituimus Ipsarum 779, 775 May rer My EX+ 
pressiones $. 2. (1.), videmus, posito 
20. — M. == A, b,2""+b,_,20"" +... +2] 
+ Anl" FH] 
HA tb tere tr b;] 


. . ’ « e e © © e o « 


Tr EEE ® b, 
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N, = 4,[e,2""+a,,x2"”#...+@] 
+ 4,,[0,.2""+0,_,2""+....+ 0] 
+ A,.[a,2"" +0, ,2""+....+0@;] 


+ Min An 9 
fieri 


28. M,S{(x)+N,O(x) = L.x. 
Numerus r in antecedentibus tantum valores 0, 1, 2,.... 2—1 induere 
potest; ut functiones multiplicatrices casu, quo r valores n,n+1,.... In —1 
induit, e formulis nostris eruamus, sequentia addo. 


8. 


Statuamus, in formulis omnibus, antecedentibus traditis, poni — 


I 


loco x, simulque «@,, d, mutemus in @,„_,, Ö„_,5 quo facto functiones f(x), 
(2) abeunt in x” f(x), e”P(x). Kadem mutatione abit 
m, = [+ 0,1%" +... +0,21] P (x) 
— [d,2"7"9 +6,18" +... + 6,21] /(&); 


11) 


a 17 PIR) 
[er 0,2 -} 7 DE ln uEREEE, ui A iühe m 


-[u+bh2 +2 +... +6_,21.. 


X 





Ouae expressio facile huie aequalis evadit: 
. 7@(&) 
— [a,_- + 942 + 0.42% +..+0%2) ni 


+ 1% + bu + + Dmrt x“ + a; * b, <’] I, 


gr 





swe ipsi 


M-i—r 
Rey gel @ 
Jam fit: 
m, = Ou,r + G,r T + Ur,” + lee + Un", 


M.—1—r 1 1 i 
rn 7 Imeln-ier + Un, + Un-3,n ir a +... tr on-i-r. mie 


Unde videmus, per mufationem indicatam abire «,, in —4,_1-.n-i. Ob- 
servo porro generaliter, propositis aequationibus linearibus quibuscunaue 
(2.), si 10co 0, pomitur d,_ı-s,n—-r, in aequationibus inversis (6.) ipsum 
L immutatum mancre, #,, abire in Minnie Ubi simul co@fficientes 
omues d,, Signum mufant, I, 4,, abeunt in (—1)"L, (—1)"14 


.s* 
9 


Hinc casu nostro per mutationem indicatam L, 4, abeunt in (—1)”L., 
Grelle's Journal d. M. Bd.XV. Hf2, 15 
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SER i . 1 
(—1)""" A,.-..,5 Ideoque posito y loco x, @,_,, d„_, loco a,, db, abeunt 
; . f(x (x) En 
I); O(x), m, tu, I; A, in Sr — ’ a 
(—1)"L, (1) Ayo. Quibus factis mutationibus in (20.), (21.), si- 
mulque u“ per (—1)"x”""" facta, obtinetur 
E23, N„m-JS(& )-+ FAR Ola) = Lu, 


23. Ma —— ‘ABU [do + b,x + b,x* + RR + Dn—12""] 
+ An-3-,2 &,+bc-+b;, ol pe m 
+ Ah 3” EN x TUERENUNER a" "] 


r & © . “ . . © © “ ® . 


; l—r a: Bis 


— Na = Ayo. [u ta +xX’+....+0,_,2”"] 
+ Aus r [u Fe +2’ +... parent 
+ Aula +2 +0, age + a.32"] 
2 BT in. LE" 
Quibus in formulis r rursus valores 0, 1, 2, .... 2—1 induere potest, 
ideoque 2r —1—r valores 2, +1, r+2, .... ?2?2—1. Unde functio- 
nes multiplicatrices quaesitae omnes determinatae sunt. E quibus jam 





9 Oniern-1-n3 


ubi 


facile componis expressiones ipsarum M, IV, quoties 


V=h,+lhce +, +... tar" 


Erit enim: 














M—= LM+1M +...+2,,N. 
N=1,%X+/ı N, +... + la-ı Yon-ıe 
9. 
Si r<n, eruimus e (20.) functiones multiplicatzices per formulas 
a ‚+2 Ar] „,. 
— 4, ar Zar Fe 
24 Fe? ar 1 
2 \ A, A, ii 2) A; n— i / 
ia rer... +HH]/@), 
_ 2 2; ” 








addita conditione, ut potestates ipsius = negativae reiicianfur. Sir>n, 
eruimus e (23.) ponendo r loco Zr —1—r: ” 
23. M, [4 +4. 2 +42 +. + 4A, n2""]0(8) 
— N, (4, +42 +4,32 +... t+Ane"1/(@) 


I 


addita conditione, ut potestates ipsius x superiores (a —1)'" reiiciantur, 
Casu, quo functiones f(x), P(x) factorem linearem communem habent 
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x — £, vidimus haberi 





Unde facile patet, eo casu fieri 
er ( « d e 
M.= 4.° ar) —ar (Ei Auf. (x) 














96 r .. u du 
oc, ; £r Al) ar FE) ” 
N, ms Ay = R __= A,E s F } ü 
c—$ c—$ 


Ouam funetionum multiplicatriium naturam Fulerus in commentatione 
citata indicavit. Valores, quos M,, IV, ar si in is = =£, ponitur, 


’ Bj et; 
fiunt ex antecedentibus —A,2 PH), A, (2), siquidem ©’ (#) un Er), 
uU 
df(x) 


If a\ — 
° 


ee " 





10. 

Inter functiones multiplicatrices M,, NV,, quae diversis ipsius r va- 
loribus respondent, variae relationes loeum habent, quas sequentibus exa- 
minemus. 

Contemplemur prımum funetiones multiplicatrices M,, I\., in qui- 
bus r<2—2. Sequitur e (20.), omissis terminis se mutuo destruentibus, 
— [x M,— M,;.] 

— 1 
= A," +2" + rar) SA bı HA te... + Aınba], 


sive cum e (18.) sit 


= 4,6, + Ab An t+:..+ A and 
erit 


— [rM,—M,,) = #[b.2"+b,12”""+.. +0 + bel Ole), 
eodemque modo inyenitur: 
#2 N,— Da = Al" +0,_,2”""+...+0%] = 4,/[(e). 
Sit am r<n; sim (23.) loco 22 —r—1 ponimus r, r-+1, erui- 
mus, reiectis terminis se destruentibus, 
— [«M,—N,.] = f,lbotbr +... + 2,_,x2""] 
Gr [-f,_ı b n—1 + A, b n—? + .... + U bu] nz 


sive cum sit e (18.): 
A, + Ann bs + ....+ A,_mV bi Ft Fb, = 
erit, ut antea: 
— [-4,—M,.]| = Au +bacH+... +6,20") = 4, O(x 
Trans modo invenitur: 
N, — N = An Far +... +0,2”"]) = 4,[(x). 
15 * 
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Statuamus denique in (20) r=n—1, in (23.) r=n; invenitur: 
[x MH, —M,] = 
1, A„ + [5 A, +9 At mt aA, +... +5, An] 
+2. A, tb Ant Ast At db; An +... +6, An] 
+ 2’ [0, A, sr... +, Aa tb Mt een + Ann] 
+ x” lb. h FE . + “ a R ı ie 3, a 
+ 2".b, Anis 
quae expressio, adhibitis aequationibus (18.), in hanc abit: 
—[:M,,— N) = Alb» tr +bx%°+...+5b,2”] = 4,102), 
eodemque modo obtinetur: 
x N,._1— N, A,Y [oo tax +0x%°+...+0,2”] = ea) 
Unde patet, designante r unum quemlibet e numeris O,1,2,.... 22—3, 
haberi, 
27. — [x M,— M,.n] = 4,:0(x), x N, — N, = A,f$(x). 
Fit e (27.): 
—[2"M, —« Mu) = 44#7'.@(&), 
— [2 IM, a — 2" "N,.] = Aı &”"°.Olx), 
— "MN, a —""M,..] = Ay" .Pplx), 
— [x M m — Mon] = Aamcı Pr). 
Plane similes e (27.) de funetionibus /V, habentur formulae, quae ab ante- 


cedentibus eo tantum discrepant, quod loco 9(x) ponendum f(x) et signum 

negativum expressionibus ad laevam praelixum reileiendum. Adlitione 

facta, prodit: 

— [x” M,— Mn) = [4,2% + 4,412” +. + Arm] Pl), 
x” N.— N,4m = [|A,c”' + A ,rı x” t...Hh A un-ı] f(x). 


Sit ex. gr. r=0, m=?2n—l, erit: 


28. 


(— le” M,—M..]= 14 er Aa A, tet An] (a), 
On Nun = [A A Et en] Sa) 
Porro ex aequationibus (27.): 

— [x M,— NM, = 4, P(&); — [x M,ı— M,. 43 = Pl), 
et e similibus, quae de functionibus /V, valent, hae sequuntur: 

30 Kur Ayıt ter Mt A,M,. = 0, 


Arzı x N, 664 Fir + ö 1, u 2) N +1 + A, Van = 0, 


Tandem, cum sit 
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MSD+NOD)=Le,  Mfe)+N,0@) = Le‘, 
erit 
L . 4 
31. HN — = 4 x" N —x°/ — —_[zM.— x Mı. 
31 M,.N,— M,N,. 7 YV— x° ,] 32) [x’ M,.— x’ M | 


Unde e (27.), (28.), (29.) fit: 

32. MN, —M,N,., = L.A,«, 
33. MmN,—M,N 4m = L[4,0”"" +4,10” +... + A, in) 
34. Ma N—M, Na = L[A2”"”+A2”"7° 44,20”... Auo] 


il. 


Calculatis quantitatibus @,d,—«,b,, quorum numerus, cum ipsis 7, s 


. nt1.n j 
valores omnes conveniant a 0 usque ad z, est ——— , expressiones 7, 





sive coefficientes &,, per additiones successivas facile inveniuntur. 

Ex aequationibus (1.) enim fit: 
m, = [er.x”"+ 0,82"... + 0,1] Ola) — [6,277 +, a +, fa), 
m, = [e,2”"""+a,,2" 9... +) — [2 +, re nf), 


unde 
35. m, —ım, = a0'x)—b,.f(x). 


Quae pro r=0, r=n fit aequatio, reiectis expressionibus /2_,, ”2,, 
36. — cm, = Pd (a) — b,/(x). 


Statuamus br. c. 
(a,b,) — a,b,—a,b,, 


atque sit: 


(@,_ b,) + (q, i b,)ac + (a, b,) oz AUER + (q, —1 I.) = Uns 
(ad) + ab) (an_2b2)&° 4 (an bu)" = un 
(@,_ b,) u (@,_,0ı) x + Cr h 2) a" re + Ea.ne b„=4) ae nn Uni ’ 


(a,b,)-+ (Q; b,)x = U 


sit porro 
Pr = Lu, + ‘7 x + On; U ooror + G,.,X", 


atque designemus per |xru.] productum zx,, reiectis duobus terminis 


postremis, erit e (1.): 
Km = Mn = (6) redete)... lab), 


porro e (35.): 








114 85. C.G.J. Jacobi, de eliminatione variabilis e duabus aequalionibus algebraicis. 


Kur [re.-ı] + Un_3 
P, —; [x Kuna] + Un33 
Pn— u [x M.-5] + Un—49 


| 


= [ee]+u, 
ee Yus 
Inventis hoc modo A,_1, Hu-ay »+++ %, statim etiam ipsae expressiones 
m, Mas rs. 42, habentur, suppletis terminis defieientibus ope formu- 
lae U — ÜUÜ.,e 
E, formula (35.) 
m, , —am, = a0(x)—b, f(x), 
sequitur, substitutis ipsarum 777,, ,_1, [(@), P(x) expressionibus, singulas 
ipsius x potestates comparando: 
7 Ur, Ur 1 = (a,b,); 
in qua formula, ii r=n au r=0, terminus &,,_, aut &,_,, omitten- 
dus est. 
Ex eadem formula (35.) hit 
m, —ım, = aPa)—b, f(x), 
— \ 
7n, —7M,ıı ne C,+1 Pla) —b,r1$(x); 
BR \ 
Ma — Man = an Pdla)—b,nf(r). 
Unde, eliminatis ®/x), f(x): 
= (a,b) m — am) Hab) mm) Hab) mem) 
in qua formula, sir=0, r=n—2?, terminus in m_,, 7, ductus omit- 


tendus est. 
12. 


Inter co6fficientes «a,, variae locum habere debent relationes prae- 


nn _. 


ter hanc &,, =4,,. Sunt enim ipsae «,, numero 7° sive ——, Sid,, 





et «,, easdem censemus; omnesque pendent fantum a 22-7 quantitati- 
bus a,, Ö,. Quarum quantitatum numerus adeo tribus minuitur, quia 
quantitates a, 6,— a,b, Ideoque etiam quantitates a,,, quae ex illis com- 
ponuntur, mutationem nullam subeunt, si loco a,, Ö, seribimus ya,—+eb,, 
va, t+:’b,, designantibus Y, €, Y’, € quantitates arbitrarias, inter quas 
acquatio leeum habet ye—y’e=1. Unde videmus, e quantitatibus @,, 5, 
tres ex arbitrio accipi posse, ideoque co&@fficientes 0,,== Q,,, Quarum nu- 


"tn AN #: g a 4% 
merus —,— , pendere tantum a 22 —1 quantitatibus. Obtineri igitur de- 


Ai 
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5 9 nf 0%\ 
. . . n 3n2 ("„—1) (n—?) 
bent inter quantitates «,., = u,,, relationes numero 5 = - , 


— 








Ouarum relationum quodammodo locum tenet theorema supra inventum, 
quantitates Ä,,, quae sunt e quantitatibus @,, certo modo compositae, 
eundem valorem habere, quoties indicum summa r-Fs eundem valorem 
habet. Hinc enim quantitates omnes 4,,, quarım numerus idem atque 
quantitatum d,, et ipsae redeunt in I2—1 quantitates. At inter cocth- 
cientes «,, simpliciores adhuc relationes condi possunt, quam «uae indi- 
cantur per formulam 4,,= 4,,,. 

Praemittamus theoremata quaedam sive nota sive alibi a nobis de- 
monstrata (ef. comment. de binis quibuslibet funct. homiog. ete. Vol. AXll.). 
Desiguemus per typum 


& 





Kofalzr ort 
Sy Sp Saeeee Sm 
2 m . - . . S >) l] ibi 
aggreratum 1.2.5....772 terminorum idem atque e notatione $..». adhıbıta 
exhibetur per expressionem 
> 0 0, se ze 


Yard" Vs "Var Fa ei: 
Unde ex. gr. erit e (8.) 
ae ee a... 
012....n—1| 
Si in expressione ipsius ZL antecedente ex indicibus superioribus 
0, 1, 2, .... 2-—1 reiicis numerum r, ex iisdem indieibus inferioribus nu- 
merum s, obtines expressionem A,,. OQuarum expressionum signum cum 
anceps sit, observo, id eo determinari, quod &,,#,, e terminis ipsius Z 
esse debet. Habetur vice versa 
Dh. ee . 
ıE E Ze TE 
In qua expressione, si ex superioribus indicibus 7, ex inferioribus s omit- 
tis, obtines 


n—? 
FF ER 
Si vero e superioribus indieibus duos r, r’, ex inferioribus duos s, 5’ omit- 
tis, obtines 


ss 


L"> u yo 


Ac generaliter, si in expressione 
4. BER 
/ | 0 1 m 4 0. 08 17) 1 | 


042... .2r—1 











» 
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e superioribus indieibus 772 sequentes r, r', .... r"®, ex inferioribus m 


(m 


sequentes S, $', .... 5” omittis, obtines 


LJr-tutm) u r r' .... Bir N 
Br Be, 


atque 5, 8, 5”, 2... 8 


1) (n—1) 


Bint igitur r, 7, 7, 2... numeri omnes 


0, 1, 2, :....2—1, UFER ordine seripti; erit 


(m) i-1) ‚n—L) . ‘ (m—1\ 
39 4 , ger." a — Ze-titm EHER Se 
PL 1 (mm) pic e(n—1) ‚ # (m—ı1)d*® 
Is P) $ ’ f $, $ p) 2... 08 & 4 


Expressiones autem huiusmodi 
a ER Pr 4P TER "| 
st... sm? IE 1 
eum sit 4, —=4,,, A,, = 4,, eaedem manent, si duo indieum systemata, 
superiores et inferiores, inter se commutantur, Porro cum expressiones 
A,, non mutentur, altera indice unitate aucto simulque altero indice uni- 
tate minuto, etiam expressio 


er. 





rom), pintl ,,,, pe 
sem), gem+N 
non mutabitur, si indices alterius systematis omnes simul unitate augentur, 
alterius omnes simul unitate minuuntur. Quod ut locum habere possit, ex 
illis non esse debet index altissimus 2—1, ex his non esse debet index 
infimus 0. Unde vice versä in expressione 
ee 
in altero indiceum systemate esse debet 2—1, in altero 6. Hine conclu- 
dimus e (39.), expressionem 
fr, ER TEE; 
ETW RN un? 
si ex altero indicum systemate est n—1, ex altero OÖ, valorem non mu- 
tare, si illius indices omnes unitate augeantur, huius unitate minuan- 
fur, gua in re n—1 auctus fieri debet O, O minutus fieri debet n—1, 
Quam POOENEEN coeflicientium &,, repraesentare licet per aequationem 


Ü« 


(m—1) 


(m—1} ‚ „‘ „‘ —1) 
40 „ r Eis fr 2 a1) N’ +1, 7 +1, ..o0» pr” +1, 0 
st, 5 f u... — 0 | ls‘ —1, s'’—1, u... ze 1, N — {| 
qua in formula sumt r/, 7”, .... 7°”) numeri 2 —-1 quilibet diversi c 


numeris 0, 1. 2, .... 2— 2; porro 8, 8”, .... $”"P numeri 7 —1 qui- 


libet diversi e mumeris 1, 2, 3, .... a—l. $8ignum ambignum + ut de 
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terminetur, observo, aequationem (40.) redire debere in aequationem 


identicam inter quantitates (@,b,) ope formulae (37.). Unde si statuis, ex- 


pressionum (14.) terminos esse 
+4, st Gun su ee re @ (m-1), s(m-—1) nd ? 


+ Geh Eur, sr & my, m) Eo, n—1 ’ 
facile coniicis, signum -++- eligendum esse, si a —1 impar, signum —, si 


m—1 par. 
Si m=, sequitur e formula generali (40.): 
41. On—1,0 Cr, — On1,s &r,0o — uni brzı,ı ur brtinip 


quam facile per substitutionem valorum 
Unı,r = Orn.ı = (a, b,), 
Ir hu = —lWanbrı) 
Gr. = (Q,r, b,), 
comprobas; quippe qua substitutione abit (41.) in aequationem: 
42, (a,b) (a8) + (e.b,) (aub,41) = (Aayb,)(R, 6,41), 


quae, tribus productis evolutis, identica esse invenitur, 


13. 
Relationes omnes, quae inter coefficientes «,, locum habent, ad 
aequationes identicas inter quantitates (@,b,) ducunt, per quas illae ex- 
cuius rei exemplum antecedentibus dedimus. Vice versa 


primi possunt; 
inter quantitates (a,b,) ad aequationem inter 


aequatio quaevis identica 
quantitates «,, ducit ope formulae (37.) 

1, — Unscı = (Q,b,) 
Relatio inter quantitates (0, b,) simplicissima, et de qua reliquae omnes 


fluunt, est haec: 
(a,b,) (a, b,) + (a, b,) (Q, b,) + (a, b,) (a, b,) u 0, 


quae cum (42.) convenit. De qua, substituta (37.), provenit: 


43, Cie re fr" re Pr pen 


tal, „Zıyte Er afte var a vr 


Quae formula, posito r=n—1 et posito r=0, cum termini, in quibus 
index 2 aut —1 obvenit, ommittendi sint, in has abit: 


44. a, alt Bee t— ta er RZ = 0, 


Cıelle’s Journal d. M. Bd. XV. IHf.2, 
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a dert arte > Bea 2 ie a ee 


Si numerorum s, ?, u alıquis in (44.) ponitur O, aut in (45.) ponitur z, 
prodit (41.). Alias formulas magis complicatas praetermittimus. 


14. 

Supra demonstravimus, quantitates «@,, ita inter se comparatas esse, 
ut e systemate aequationum linearium (12.) sequantur aequationes (13.). 
Vice versa demonstrari potest, quaecunque sint 22 —1 quantitates A,, 
Ayers. Ann, e systemate aequationum linearium (13.) sequi a2quatio- 
nes (12.), in quibus co@fficientes «,, e 222 quantitatibus a,, Qi, Qry +...» 
a, atque du, dis day +». . d„ eadem ratione compositae sint atque antece- 
dentibus supponitur et per formulam (5.) assignatur. 


Primum, quod attinet quantitatem ZL, observo eam haberi per ae- 
quationem 
Dn—4 0, 1, 2,2... 2—1 
BEE. 00 
Deinde quia in aequationibus (13.) ce@ffivientium series horizontales et 
verticales eaedem sunt, idem de aequationibus inversis (12.) valet, sive 
erit &,,=G,,. Porro vidimus propter naturam particularem aequationum 
linearium (13.), inter co&@fficientes aequationum inversarum «,, haberi ae- 
quationem generalem (40.), quae pro m ==? abibat in hanc: 
Un1,0 %,,s— Unı,s ro  Un,nı br+i1, 1 Go, 1 Ürsi,n1® 
Accipiamus iam quatuor quantitates @,, 5„, Qu, du tales, ut sit 
(a5) = 0,6 — a,b, = G.—,0 = %o,n—13 
e quarum igitur numero tres ex arbitrio eligi possunt. Quarum ope de- 
terminemus ?2—? quantitates @,5 Qyy » +++ Qyı atque du; Day er0. Dana 
per aequationes: 
ab bl, 19 Anba—bnlg—lnııy vrrr On bn.1— bu Qu, = On-1,n-19 
ob bu = — u Ha—ba——inıy "+ b,—b, 0.1 — Oy,n-2» 
Quibus aequationibus substitutis in hanc supra exhibitam 
On1,0 &r,s— On,s dr, Uni Urt, si Av, a1 bri, ni 9 
atque divisione facta per 
&n1,0 — %on—ı 0,bo—QAybn; 
prodit haec 
0, Orr, — Qr+1 b,— Q,b,41> 
quae est aequatio (37.). Cuius ope e datis valoribus ipsarum 4,0, &, n-ı 
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valores omnium quantitatum &,, deducuntur, quales per aequationem (5.) 
dantur. 

Datis duabus quibuslibet e quantitatibus @,, @,5 «++. @,, duabus 
quibuslibet e quantitatibus 5, , bi3 +... b„, reliquae per quantitates 4,, 
Ay Ars srre An, etiam resolutione aequationum (18.), (19.) obtineri 
possunt, 


15. 


Agamus adhuc de usu co@fficientium «,, in redactione fractionis 


Ren U} > ® ” 
Be in fractionem continuam. Statuatur enim 
c,® (2) — v, m, = Uı> 
3, M.ı Pl =—=U,, 
Cz Ur GREENS D; Ur — U; ’ 


On Un 3 Un-1Un- 2 Un-15 
ubi quantitates c, designent constantes, ©, expressiones lineares, u, ex- 
pressiones ordinis 2—1—jr, ita ut postrema u,_, sit constans; ad quas 
expressiones pervenis per divisionem continuam deneminatoris per resi- 
duum,. Aequationibus illis addatur tamquam prima: 

1,0) — 0,0) = m... 
Ouo facto, ipsum u,, eliminatis 4,_ı> Y_ay +++. U, My, exhibere licet 
per aequationem, 

u, = P,f(#) — 0, 9(@), 
ubi P,, Q, sunt expressiones integrae r" ordiuis. OQuae expressiones ea 
conditione, ut P,f(x)— Q,P9(x) sit n„—1—r" ordinis, plane determinatae 
sunt, si factorem constantem exeipis, per quem multiplicari possunt. Con- 
tinent enim illae 27 41 constantes, si unam earum, quod licet, —=1 po- 
nis; quae eo determinatae sunt, quod in expressione P,f(x)— Q,P (x) 


nl, gt? 0... x” evanescere debent, 


coefficientes dignitatum x", x 
quod totidem (?r-+ 1) conditiones suggerit. In locum igitur divisionis con- 
tinuae adhibere possumus aliam quamcunque methodum, quae nobis sug- 
gerit expressiones r" ordinis P,, Q,, quae expressionem P,f(x)—0Q,P® (x) 


— u, elfieiant (”„—1—r)" ordinis, 


Pervenimus ad eiusmodi expressiones P,, Q,, u,, si aequationes 
lineares (2.) per methodum vulgarem resolvimus, eliminando successive 
a", 2", x", cet. OQuas aequationes ordine inverso ita exhibeamus: 


16 * 
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U, n—1 A + ÜGn_1,n—2 un + Ü,_1,n-3 er .... 4 Un—1,0 ac” = Mm.» 
Un-2,n—1 ac" Go x" + Un—2,n—3 X Pe > Un—2,0 2 a mM. ' 
ROTOR techn U; PEESWERER L- anal, 02 SERIES CAR, - FRE Y BE 7 
an are Ast. aa EI EI BE Er u 
Cu, n=1 77 - Cu n—2 2 re 17 ü, n—3 ac" EEw - C, 0 sc” =— M,« 


E duabus primis eliminemus x”', e tribus primis x”, x"”°, e quatuor 
primis =”"', x", x”", et ita porro. Quo facto prodeunt aequationes: 


ı 
u, = I, m. ir Ih Maas 





u = bb Min + L, Ma 4 l, nn 
Y a be Mat r a Fin r Bin. r u 
® “ E u ” = . 


u. =_L_ım,- kr m, BR? am. FR ge mes 
ubi quantitates /{?” sunt constantes, z, autem expressiones (n—1—r)" or- 
dinis. Substituamus in his aequationibus loco ipsarum 7, earum valores 
m. = —b,f(z)+a,9(x), 
= — (beta) + (ee + 0) PX) 
m. = — (b,x2’ + b. x + 1.) JS) + („x +0, X + 0%) Plx), 


n—?2 


. . . ° ° . P} . . .o 0. ..o . 5° wer " . ..0 07 
obtinemus u, = P,f(&)— Q,P9(x), 

u, = P, f(x) — 09; P(x), 

u; = P, f(x) — 9, 9 (x) 


designantibus resp. P, et Q,, P, et Q,, P; et Q, cet. expressiones primi, 
secundi, tertii, cet. ordinis; quae indagandae erant. 

Per eliminationem propositam habetur; notatione supra indicata 
adhibita, 


u. n—1, n-2, ... N-r-1 \z alle air .... a 





n—1,2—2,....2-r-1 n-1,n-2, ....n-r,n-r—? 

2a a), n—-1,n—2,....2-r,n-r- Si 3, a B> n-2,.... Ar, N-r- . 
n—1,n—2,...n2-r,n-r-J n—1,n-2,....2-1,0 

Nec non per eandem notationem constantes Z ideoque etiam ipsae ex- 

pressiones P,, Q, generaliter exhiberi possunt. Habetur ex. gr. 


I, — — Oni,n19 1} — Un—1,n—19 
„Ira —2,n—3 ı _ „jJa—3,n—1 Bein ug 
„= a) I A u) ER j 
cet. cet. 


n—1,n—? 3 u n—1,n—2? 
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Expressiones z,, quas antecedentibus ope quantitatum «,, genera- 
liter determinavimus, ita comparatas esse novimus, ut inter tres quaslibet 
se proxime insequentes intercedit relatio, 

‚U, V,U,_, = U,, 
ubi c, constans, v, linearis. Quod ex ipsa expressione generali, quam 
pro u, invenimus, non ita facile cognoscitur. Qua de causa rem alio modo 


aggrediamur. 
16. 
Expressiones z,, P,, Q, etiam indagare licet ope aequationum 
L = Am, + Am, + A.m;....+ 4,-19,-15 
Lxz = Am, + A,m, + A,m,....+4, mı, 
Le= Am + Am + A,m,....+ 4,1 7.15 
Lx""—= A,„,m, + Am + Ayyı Myers + 
quae sunt inversae earum, a quibus $° antecedente profecti sumus. Nam 
e (2—r) primis aequationum illarum eliminats 2—r—1 quantitatibus 
Mo; My, May ver. Mn_,_., Prodit expressio ipsius x ordinis (”— r—1)" 


Ana M ’ 


aequalis aggregato lineari expressionum 772,_,—15 Mar, see. Mu» Quod 
cum exprimi possit per P,f(x)— 0,9 (x), ubi P,, Q, sunt r" ordinis, pro- 
posito satisfactum est. 

Antecedentibus nova patet proprietas systematis coefhicientium, quale 
in aequationibus linearibus (13.) invenitur. Sit enim w; —=0 aequatio A“ 
ordinis respectu ipsius x, quae provenit ex aequationibus, 


L = Am, + Am, + A, m; .... +4 _,7_5 
Lxz = Am + Am + Am ....+4 m 
Lx= Am, + Am, + Am, 0.0 + Arı 15 
Lxı* = Am, + Arım, -+ Ay: Mo oe... + A,_ıMm-15 


eliminatis 77,, 77, 5 2... 71_15 Si vocamus © ,=0, w,=0 ae- 
quationes similes provenientes, si aequationum antecedentium omittimus 
postremam et terminos in 777,_, ductos, vel duas postremas et terminos in 
mM; , M;_, ductos: intercedit inter tres expressiones Wi_,, Wi, , Wx relatio 
wi. + v.w;, = w,, 

ubi c constans, © linearis. 

Relatio antecedens locum habere debet per aequationes identicas 
inter quantitates 4,, per quas coefficientes expressionum Wi, Wi_,, ; 
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exhiberi licet; quippe quae quantitates A, a se independentes sunt. Si 
vero co@ffhicientes illas per quantitates &,, exprimis, uti $° antec., eadem 
relatio non demonstrari poterit nisi adhibitis aequationibus quae inter 
«uantitates &,, locum habent. 


Statuamus, in expressione zo, co@fficientem altissimae potestatis x* esse 
0,1, 9,2... 4—1 
En BR 
in qua expressione loco 4,, semper scribendum erit A,},. Quibus po- 
sitis, erit 
ww; = Li, un. 
lam demonstremus, ex ipsa natura expressionum zo,, relationem assigna- 
tam inter tres se insequentes locum habere, et ipsam constautem c et ex- 
pressionem linearem » indagemus, 
Quod ut sine calculo nimis prolixo fiat, pono A=n—1; quo facto 
habetur 








Wn-1 Zu 
7 = u, = Mın-13 
Wn-2 __ RER 
z =u, = On-1,n-1 Mn-2 —— &n-2,n-1 Mn-1 9 
2 3 3 
Io, = a 3—u al Gt m 
—— m — n- ._ -|] + 
L'* ° In—1,n—2 In—1,n—2) " n—1,n—2) 


Porro advoco aequationem (38.), quae positor=n—?, reiectoque ter- 
mino ’7,, in hanc abit:; 

= (an b,) (Mn ni My) 7 (@, bn-2) (Mm. —£M,-ı) + (0, b„-) MN. ıe 
QOuam ope formularum 


Ü,_1,5 + ÖL, il — (a, b,); —L[,, n—1 — (a, b„) 
etiam sic repraesentare licet: 
0= — 4,-1n-1(Mn-3— KMy-2) F On-1,n-2 (Mn. — 2m.) + (U,-3,n-1—%n-2,n-2) Mn-ı 


sive 
Ö = x U} zug: Ant, n—1 Ma—3 + Un-1, n=? MN. + (Uni, n-3 — Un, a M,— e 
Statuamus brevitatis causa 


Uni, nl = ß, On-1,n—2 — Y; On, n—3 = Ö, 
Onm2,u—2 — €, nn, n—=3 = Ö, 
erit 
Un — M.—1 ’ U, — Bm, — YyMa-ı 


uU, = Be—Y]lm,s+ yo —Pelm.n+[lyf—delm,_,; 
0= u —Pm,, tym..+0—e)m,_ı. 
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Aequatio postrema fit, eliminata m,_;, 
0= [fe-Ylen—Ppu+YBe—y)+RYI— PS] mn: 
+ [0-2 BEe-Y)+BYS— IH] Manı » 
Coöfficientem ipsius 7,_, ita exhibere licet, 
— ee’) —yrd—Pg); 

unde aequatio antecedens fit 

= [Pe -Y)e+yd—Pl]u -Pn + Be Y)lym— em]. 
Unde tandem, multiplicatione per ß facta et ipsis z,_,, 77,_, per 4, %o 
exhibitis, nanciscimur: 

= - Bu +Be- Yet t+BWi-BOu— Be Vu. 


Quae docet formula, restitutis ipsarum P, yY cet. valoribus, expressionem 


nel. 2" 
2 ’ < 
Uni, ni “+ al IX 


n—1,n—? 
per u, divisibilem esse; sive, quod idem est, expressionem 
A|, a Le +, Er in 
0,1, 23, 2....2—2 er 1906 "6 ANREDE De = 
divisibilem esse per w,.». Unde posito & loco —1, si loco 
ER 
E79 Re 
quo aggregato loco A,, scribendum erit 4,,, atque terminus 
AypArı Ara or Ar = An Ar Are A 
positive accipiendus, sequitur theorema algebraicum hoc. 


restituimus expressionem Z+A,oAıı Äı2 +... Ar, im 


Theorema. 
„Sit wı=0 aeguatio K“ ordinis respectu ipsius x, guae provenit 
e k-+1 aeguationibus 
L = Am +Amt...+4-,m-5 
Lxz = Am, +A,m,+....+4 mo 
Le = Am +Am+t .... + Ay m-ı, 
Lx'= Am, + 4m ++... + Aa-ım-1 
eliminatis k guantitatibus my, mM, 2... Mi_,5 Si ipsius w, potestas «l- 
tissima a" coöfficientem habet Zt Ay Ayır:» Aır-ı, erit expressio 
[2 +A,o Ayuı uns Ar] ud, + [3 + A, Au ....o Aral Wi_. 
per wı_ı divisibilis.” 
De hoc theoremate statim fluit sequens: 
„notatione $' antecedentis adhibita, fieri 











124 6. 0.G.J. Jacobi, de eliminatione variubilis e duabus aequationibus algebraicis. 


\, ” — 1, n—?7, .... he tlel22, n—?, Line 4 wu) DE 


per u,_, divisibilem,” 


n—1l,n— I, ...n—r n—l,n—r, se n—r—l 





Unde 
„[eln—2, ...n—r—1)? 
in —1l,n —2,....n—r—1 
en Da 
& 
EEE 





OQuotientes lineares facile obtinentur e terminis sive primis sive postremis 
expressionum u, aut w,, 

Addam relationem, quae adhuc desideratur, inter P(x), m,_,, 4.» 
Habetur e (35.): 

ma — Mm. = NY Pla) —b, N Sa). 
Unde, cum sit 
My. = (4. Pa)—b,f(a); 

ht: 

b, m, — [2 -+ b,—] My (a,b) P (x) = — In-1,7-ı P (X): 
Eliminata 2,_, ope aequationis 

uU) = Omen IM 2 Onnt,n 2 Mn) 

prodit 


b ‚u nn _ UIERRR ® (ar) = [&.—ı,n- 1 (dx + ba) er b, Un ne] Mami * 


” > ” . . (.c) “ 
Unde iam babentur formulae omnes pro evolutione fractionis Te in frac- 


Ev 


tionem continuam. 


Regiomonti d. 27. Aug. 1835. 
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y 
Zur Theorie der Eingehüllten, Einhüllungs-Flächen, 
ihrer Characteristiken und Wendungs - Curven. 


(Vom Herrn Prof. Raabe in Zürich.) 
{ 
Seite i 
1. F(x,y, 2, 0, 9a) = 0 


die auf rechtwinklige Coordinaten-Achsen x, y, z bezogene Gleichung 
einer Fläche dar, wo « eine wilikürliche Constante ımd ®(«) eine will- 
kürliche Funetion dieser Constante bedeutet, so ist das Resultat der Eli- 





mination von & aus dieser und der Gleichung 
2 d.F(x, Y,2,@, @(e)) 


en“ — 0 


da 
die Gleichung der Kiuhüllungsiläche aller in (1.) durch die Variabilität 
von « entstehenden eingehüllten Flächen. 








Analytisch betrachtet stellt diese resultirende Gleichung das sin- 
guläre Integral jener Diflerenzialgleichung dar, von der die Gleichung 
(1.) das vollständige Integral ist. 

Läfst man hingegen in den beiden Gleichungen (1.) und (2.) 
die Gröfse « als willkürliche Constante stehen, so repräsentiren sie die 
Curve, in der sich zwei auf einander folgende eingehüllte Flächen durch- 
schneiden, welche Curve nach Monge die dem Werthe von « entspre- 
chende Characteristik genannt wird. 

Differenziirt man ferner die zwei Gleichungen der Characteristik 
nach «, so hat man aufser der Gleichung (2.) noch folgende: 

3, d?’ F(x,y,=,@, $(«)) 
da* 
welche, mit (1.) und (2.) durch Elimination von « verbunden, die Wen- 
dungscurve vorstellt. 

Es steht somit diese Wendungscurve zu den Characteristiken in 
derselben Beziehung, wie die Einhüllungsfläche zu den eingehüllten Flä- 
chen; oder derselben Differenzialgleichung, welcher die Gleichungen der 
Wendungscurve als singuläres Integral entsprechen, genügen die Gleichun- 
gen der Characteristik als vollstündiges Integral. 

Der grölsern Deutlichkeit wegen will ich die Differenzialgleichung 
der Characteristik und Wendungscurve folgender eingehüllten Fläche 


a) „— ee" + y- Po +10 
Crv-ile’s Journal d. M. Bd.XV. Hft.2, 17 





==.0, 
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suchen. Diflerenzürt man dieselbe nach «, so ist: 


) 2-0 +(4-gW)TT2 = 0, 


Diese zwei Gleichungen, in denen u als constant behandelt werden mußs, 
stellen die Characteristik dar. Die Differenzialgleichung derselben wird 
gefunden, wenn man die letzten zwei Gleichungen nach x, y, 3 difle- 
renzürt und « als constant behandelt, so dafs 

d.p[a 
) @—)dety—Pla))dytzds— % de+ 2:2 a, Fu 


d.yp 
nn ) eliminirt werden, so hat man: 


d) (de + ddr) = da+dy, 


als Differenzialgleichung der Characteristik. 





Wenn aus diesen vier Gleichungen «, 9(o), 


Kerner findet man die Gleichungen der Wendungscurve, wenn man 


aus den beiden Gleichungen (@) und (4) und aus der folgenden 


de ’ N — 
„ 1 EN ua) ER 0 


die CGonstante & eliminirt. 





Um die Diilerenzialgleichung dieser Curve zu finden, denke man 
sich aus der letzten Gleichung & als Function von y bestimmt und in die 
Gleichungen (2) und (b) substituirt. Werden nun diese zwei Gleichungen 
unter der eben gemachten Voraussetzung differenzürt, so hat man, mit 


Berücksichtigung der Gleichungen (5b) und (e), und unter der Annahme, 
da 


dals dy 


gen zwei Gleichungen (c), welche in Verbindung mit («) und (5) durch 


dp(e) ; 0 y \ 
Elimination von a, ®(«), Er auf die Gleichung (d) führen, die dem- 


-, aus Gleichung (e) bestimmt, nicht unendlich grofs wird, die obi- 


nach auch Differenzialgleichung der Wendungscurve ist. 

Da dieselbe Betrachtung auch auf die allgemeinen Gleichungen 
(1.), (2.), (3.) angewendet werden kann, so ist man zu dem Schlusse 
berechtigt, dals die allgemeinste Difierenzialgleichung der 
Characteristik zugleich Differenzialgleichung der Wendungs- 
eurve ist, und umgekehrt. 

Die mir bekaunten Schriften, welche diesen Gegenstand behandeln, 
unterscheiden die Diflerenzialgleichung der Wendungscurve von der der 
Characteristik: allein der Unterschied ist nur scheinbar, indem eine Diffe- 
renzialgleichung wie (d) durch eine unendliche Anzahl von Gleichungs- 
paaren ersetzt werden kann. 

Zürich den 7. August 1835. 





ERET E — 



































anal ” ) ‚B 1) 203+1 
S. Kummer, über die hyperzeometrische Reihe 14 + Kb I ?L,... 127 


S. 
Uber die hypergeometrische Reihe 


e.B «(ed BRED eh +2) 83 - + Ar 
14 ar 1.2.7 -H1) + Yy)G-2 Terme 


(Von Herrn E. E. Kummer, Dr. phil. zu Ban 











( Fortsetzung von No. 3. des vorigen Iefts. ) 





Abschnitt IV. 
Umformungen der hypergeometrischen Reihe F (a, P,Y,x) für 
den noch specielleren Fall, wo von den Quanliläten 
eo, £, und y nur eine noch beliebig bleibt. 


$ 21. 


So wie im vorigen Abschnitte etwas von der Allgemeinheit der Reihe 
E(u,ß,Y, x) aufgegeben und unter den Quantitäten «, ß, y eine Bedin- 
eungsgleichung gesetzt wurde, wodurch wir eine sehr grolse Anzahl neuer, 
wenn auch specieller Gleichungen unter verschiedenen Functionen F er- 
halten haben: eben so soll in dem gegenwärtigen Abschnitte nun noch 
mehr von der Allgemeinheit der Reihe #(«,ß, y x) aufgegeben werden, 
indem zwei Bedingungsgleichungen unter den Quantitäten a, ß, y gesetzt 
werden, oder nur eine derselben als beliebig beibehalten wird. Wenn 
dieser Fall eben so als der vorige behandelt wird, so zerfällt jetzt die 
Gleichung (4.) $. 4. (deren algebraischen particulären Integrale die Werthe 
des z eeben) in drei besondere Gleichungen, welche mit einander iden- 
tisch sein müssen. Eine Discussion der in diesen drei Gleichungen ent- 
haltenen speciellen Fälle würde sich auf ähnliche Weise wie im vorigen 
Abschnitte ausführen lassen: die Anzahl der Werthe des s aber würde 
für diesen Fall aulserordentlich grofs sein, und die Aufgabe, alle diese 
\Werthe des x zu finden, die ihnen zugehörigen particulären Integrale der 
Dilferenzialgleichung (1.) $. 4. und die aus diesen entspringenden Glei- 
chungen zu bilden, würde zu allzugrofsen Weitläuftigkeiten führen, und 


dennoch keine wesentlich neuen Gleichungen gewähren. Wir wollen uns 
Be 
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daher hier nur darauf beschränken, diejenigen Gleichungen, welche sich 
aus denen der beiden vorhergehenden Abschnitte für den gegenwärtigen 
Fall entwickeln lassen, aufzustellen, und zwar auch von diesen nur die, 
welche unter zweien Functionen #' statt haben, 


Die Methode, diese Gleichungen aufzufinden, ist folgende. Man 
nimmt in je zweien der Gleichungen (42.) bis (66.) des $.19. unter den 
Gröfsen « und ß, oder, wo sie vorkommen, unter den Gröfsen & und 
y eine Bedingungsgleichunrg von der Art an, dals die Functionen F links 
vom Gleichheitszeichen mit einander identisch werden, weil sodann die 
Theile rechts vom Gleichheitszeichen auch einander gleich sein müssen. 
Alsdann gewähren diese allemal eine Gleichung für den gegenwärtigen Fall. 
Von den Gleichungen aber, welche man auf diese Weise erhält, erweisen sich 
viele, welche anfangs verschieden zu sein schienen, bei nüherer Uuter- 
suchung als mit einander identich; andere Gleichungen dieser Art gehören 
ferner nicht transcendenten Reihen /' an, sondern solchen, welche sich 
algebraisch oder durch Kreisfunetionen ausdrücken lassen. Diese alle über- 
gehend, nehme ich nur folgende neun Gleichungen, in welchen x in r 
verwandelt ist: 


TER. u «ae at+1 2c +5 /f r ) 
1. . g Aue Yale una. + 


ee) 
. (NED pn Scht 2ets, d-Yazı))) 

RR ee 
3. dA+Vn“F (« - nn = 2 (i Fvm) 


Bee . ea @a-+1 ?2@-+5 ( a 
ui } 5, Be 


Pr 4a 4-1 Me 
4. drVeT®F (« A TR) 


m LEN fa 4a+1 2a+5 (ikea) 
2 


6° 6 ’\U+VYU<7 
rl «+2 2 4 
9. (i-+-r) r(S ’ = ’ er a) 
2 Ar 
= (1-2) F(S, «+1 20 +? r®—4r ) 
























































23 ’4rR HH 





i 
j 






























. . j , . a.3 (a1) A(2+1) 
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a 4at1 4a+1 4Vr 
u u F(« 6°, ‚dVH) 


Eu -u p[ «+1 zu 4r?— Ar ) 
= (1—?r) ur b., ’ 3 ’Ar®—4r-+1 ’ 




















EN "rat N 
_ ZR en Be 

3. G4Vnr(2e,c+3,2C+3, a) 
= 1-2 (2,041, 








. (EM rn, N 
4AYr > 


= (1+Vr)”? Pla, c+3, 20-1 -5 IV): 
Die Gleichung (1.) erhält man aus (50.) und (52.), wenn daselbst 3 = 


= genommen wird; eben so (2.) aus (50.) und (43.); (3.) aus (51.) 


und (52.); (4.) aus (31.) und (43.); (5.) aus (50.) und (55.), und (6.) 
aus (51.) und (55.). Die Gleichung (7.) erhält man aus (45.) und (50.), 
indem ß=% genonimen wird; ferner (8) aus (44.) und (45.), indem 
y=a+3, E=u-+43 gesetzt wird, und endlich (9.) aus (45.) und (51.), 
wenn in denselben 3 =} gesetzt wird. 





Diese neun Formeln nehmen folgende bequemere Gestalt an: 


10, F(3 @4t-1 er x) 


Ti, 2 9 6 








v 2 9 
au (1+3Vaj- p(&, 2, a2 


+ 8Vr ( l + Va ) 
p) B 3 nr m , 


1+ 3V x 





11. Fe, N EN .) 
19) ie) 


= 46 Vetaye r(£, 
2. Fa, er, u.) 
Ö 3 
ae sn Te s a+1 2045 (—VAi—x))* ) 
= . Fi—, 3 N 75. ‚Y 
5 u 6 2 z+6V i-x))’ 
iu Pla, 7, .) 
15) 2 
I Yen {datt Das MU 
= 9) ) F(e, 6 f 6 ‚( y =}). 
5) I+-vYii—x) 


-- 


& 


{ ?a-t2 +IVz(EVe)", 


2’ 3 ’ (1+6VYc+2)? 
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1.2.7(y+1) 
































& «+1 2ce-+2 ) 
14, F(2,° 2 TR Ale: sl, ter 
BER Pe u 3 2a +2 —8VYiA— a) (V( raid; 
5) 999 3 ’ (3Y (1— x) —1)® ’ 
15, F (o, u +1, 1, Bi =) 
6 3 
a" (IRRE! r(£ a 4-1 2« +2 16V (l— a) VY A- x) —1) -) 
4 2’ 2’ 3” (—2+6VY(—2))® 
16. Fau,e-+3,ce+3,x) 
AR ee a+1 — 16 c-(1+r)° 
==> (1 —6: BER TF F(2,2 e B. 1 ) 
\ +") 2 2 Bd Si me een ‚ 
17. ee 33 2) 
[4 42 2° \ 0 (<, e+ — 16x7?(1—r) 
— “ . r F u ) 
2 +15 40 — .*)* RD) 





18, F(2a,ca+:,0+3,%) 
= (I+V (1 a))% F(e, at:, VRR RR» 





s1—a)V i— x) ) 
avizay 


R n r 1 r ’ .. f 
Wenn man nämlich in (l.) setzt (+) — x, so erhält man (10.); wenn 


En vV(- 
ınan in (2.) setzt (Fr N) =x, so erhält man (11.); und auf ühu- 





liche Weise die übrigen hier aufgestellten Formeln. 

Werden nun in diesen Gleichungen die Functionen F rechts vom 
Gleichheitszeichen nach Formel (18.) $.9. umgeformt, so erhält man fol- 
sende acht andere Gleichungen: 


ry } ur r 
19. Gr ii) 




















? 7 W 
[4 An 2 - ) F- .Q i c) 
— (({+Var)1 ii bei si. ame +2 3 P mi en -) 
‚&_ 7: \. { ’ ] B I+Va2 > 
2 r(.„ tert!l 2e+3 ) 
\ Wi Ö 
od /a «a1 ?2at2 + 16V allEV x)? 
== dtva Fi—, ——, ——, nF v Ben _) 
\< U fe (A+V x)* 
21 F(« te +1 de+1 ) 
6 > 3 9 
_ (AD UEN {szene UV) 
Q 2 5% 6 'UCVYA—x aa 7 E 2) ht Me 
> „pl tert Lett .) 
\ Ö Yes 
(Y. I—- )(I+-YV il r I j f 2-—e 2a+5 — (1— V(l—x))‘ 
— um -_——. _ ag . — man a ne 1 Ü, — ’ |—— r y 
\ \ 3 b "svYt-a)i4-V(i-n)) 
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93, Da en x) 
ee r(2, et 2a 4-2 ech u), 
Sa aa a. >), 
24. F(e, N, a, 
Be ann Be a+1 22+2 16V —)1—VA—n)) ”) 
== ) 


























2 Eur Zu Toy (I+VU-—x))* 
2). F(?2o,@a--2,c-+2,x) 
gi ae 2c- B. 162 (1— x)? 
= (lI+-x) er(Q, or +3; ee): 


26. F(?a, @e+-:,20-4-3,%) 
x a 2a R 162? (1 — x) 
and (ei: "rtz, denn a3; 2). 


2 2° (2—x)* 
Werden endlich noch die EN F links vom Gleichheitszeichen nach 








Formel (18.) $. 9. umgeformt, und wird x in verwandelt, so erhält 


ren 
man aus (30.), (11.), (16.), (18.), (19.), (20.), (23.) und (25.) noch fol- 
gende acht Formeln: 


a 2—a 2ca+5 
ne) 
@ a1 2-62 ie Bu ph me Niki, 
va 0 VIeeEVea: 1 


ui FR 
28. F fe, &- on de ‚x) 











—- Ve i— x) +3V (— a r(S 











ET, 
’ E. @ a+1 2a +2 +H6VYıia?—r) vV(ii—x) +V (—x) 
— 1—2x0+6Y (a? —x)) r(S y 3 = 5 3 N (1: Ix +6YV1L a xy)? >, 
29, F(2a,2,a@--2,x) 





= 4442402) p(2, 9, 045, elle) 
\ / > , 2 ’ 2) 1-42 — x”) ‚2 7 


30. F(2e, Pe: 


4% 4er) | 
— vi—x)tVYx) 4 F(o,a+3,2c+3, (vd-a sro 


r & 2 —0o 2ae+5 in 
a. r(I,,2t2,.) 
ea at 2 2 — x) 
== VAU=-mM)LVY(— x) r(S, r ’ 2 ’ are) 
39, F(0,2 2,2283, .) 
Me) 6 


YıA-z)HV(a)y-2s (2 ar m AP A A =) 
x) EV x)) F 2 3 5 ’ 3 I (V (U x) + I+Voo ’ 
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1.2. ‚+ 
„>  ıl® «ati 2« +3 I+VY(I—r)\ _ /e a1 204-2 ine 
33. fi 2; u n) x) pe r F |. u art Toren uians j —— ) 
2 06 J 2 I. 3 "A4+Vd—r,)'/? 
7 mic \ ( 9a 12 2c +1 — 161 (I— rn) 
4. Fe, 3,0 +2, 2) = (1I— 2x2)” F (2, — e+2, ans Pay ); 


6:2. 

in allen diesen Formeln haben die letzten Elemente der Functio- 
nen F rechts vom Gleichheitszeichen verschiedene Werthe; es ist leicht, 
aus diesen noch viele andere Formeln «erselben Art herzuleiten, welche 
jedoch dieselben Werthe des letzten Elementes haben, indem man nüm- 
lich die eine oder die andere Function Z" dieser Formeln, oder auch beide 
zugleich, nach Formel (17.) $. 9. umformt; es würde jedoch zu weitläuf- 
tig sein, diese Umformungen hier aufzunehmen. Alle diese Formeln sind 
ferner nur in bestimmten Grenzen des x gültig, weil die letzten Elemente 
dieser Functionen, von dem Werthe O0 an, nur bis —1 auf der einen, 
und —1 auf der andern Seite ausgedehnt werden dürfen: sobald aber 
das letzte Eiement für einen Werth des x die Grenze —1 oder +1 er- 
reicht hat, darf x nicht grölser angenommen werden, wenn auch das 
letzte Element der andern Function dadurch wieder kleiner würde, So 
z. B. die Gleichung (26.) ist gültig in den Grenzen = —1 bis x = 


er . 162? 1— x) 
/2—2; denn für den letzteren Werth des x erreicht == e. - 
zT, 


zuerst die Grenze +1: nimmt man x etwas grölser, so wird dadurch 





ı 
2 


y 


zwar x wieder kleiner als 1, aber die Gleichung (26.) hört aus, richtig zu 
sein. Nach derselben Methode, welche im vorigen Abschnitte zur Bildung 
der Gleichungen unter dreien Functionen F angewendet worden ist, kön- 
nen nun auch in diesem Falle aus den gefundenen Gleichungen unter 
zweien Functionen 7‘, die Gleichungen unter dreien Functionen gebildet 
werden; aber auch diese wollen wir Kürze halber übergehen. 


Nachdem nun die drei Fälle durchgegangen worden sind: erstens, 
wo &, £, y von einander ganz unabhängig waren: zweitens, wo eine Be- 
dingungsgleichung unter denselben statt fand, und drittens, wo zwei Be- 
dingungsgleichungen statt fanden, so wäre nun noch viertens der Fall zu 
untersuchen, wo drei Bedingungsgleichungen unter denselben statt haben, 
oder wo diese Quantitäten «, ß, yY bestimmte Werthe haben. Dieser 
Fall würde gewils zu sehr interessanten Resultaten führen, da unter den- 
selben zum Beispiel alle Verwandlungen der ganzen elliptischen Integrale, 


- 
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so wie mehrerer unbestimmter elliptischer Integrale enthalten sein müls- 
ten, (denn diese sind, wie bald gezeigt werden soll, als specielle Fälle in 
der Reihe F(a, ß,‘y #) enthalten); aber abgesehen von der Schwierigkeit, 
diesen speciellsten Fall vollständig zu erschöpfen, würde er sich auch zu 
sehr von der allgemeinen Untersuchung der Reihe F(«,ß, y, x) entfernen; 
weshalb er für jetzt übergangen werden soll, 


Abschnitt \. 


Summation der hypergeometrischen Reihe F«a, ß, y, x) für 
specieille Werthe des letzten Elementes x. 
$. 23. 

Da wir die Function F{a, ß, y x), deren Haupt -Eigenschaften 
in den vorhergehenden drei Abschnitten entwickelt worden sind, durch 
eine unendliche Reihe definirt haben, so kann auch von einer Summe 
derselben die Rede sein, weiche nichts anderes sein wird, als ein Aus- 
druck dieser Reihe durch bekannte Functionen. Im allgemeinen ist nun 
die Reihe F(a,ß,Yy, x) eine Transcendente eigener Art; in vielen speciel- 
len Fällen aber lälst sie sich auf bekannte Functionen reduciren. Hier- 
bei sind zunächst zwei Fälle zu unterscheiden: man kann nämlich die 
Summe der Reihe F(a,ß,Yy,x) suchen für specielie Werthe des letzten 
Elementes x, wie sie z. B. von Gauls für den Fall z=1 gefunden 
worden ist; oder man kann die Summe dieser Reihe suchen, indem x 
als veränderlich beibehalten wird, für bestimmte Werthe der Quantitäten 
a, 2, y. Wir werden uns in diesem Abschnitte nur auf den ersten je- 
ner beiden Fälle beschränken, und was den zweiten Fall betrifft, so wer- 
den wir in dem folgenden Abschnitte untersuchen, unter welchen Bedin- 
gungen die Reihe F(a,ß,'y,x) sich durch elliptische Transcendenten aus- 
drücken lälst; die zahlreichen Summationen aber, welche algebraisch oder 
durch logarithmische und Kreisfunctionen ausgeführt werden können, (für 
welche Gaufs in der erwähnten Abhandlung eine Sammlung gegeben 
hat), übergehen wir ganz, da die gegenwärtige Abhandlung nur die 
Theorie der höheren Transcendenten zum Zwecke hat. 

Um nun die Summe der Reihe F(«a,ß,'y,x) für bestimmte Werthe 


des x zu ünden, werden wir von dem Werthe 21 ausgehen, für wel- 
Cretto’s Journal d. M. Yd. XV. Hit.?. 18 
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chen, wie schon erwähnt worden, die Summe der Reihe durch die 
Transcendente 7/7 von Gauls gefunden worden ist. Durch Umformun- 
gen der Reihe, deren letztes Element gleich 1 ist, werden wir sodann 
Reihen mit anderen Werthen des letzten Elementes finden, welche sich 
also ebenfalls durch die Function //7 müssen summiren lassen, 

Setzt man in Formel (53.) $. 19. = —1, so ist: 


an — PH 
Fa, ß,a—ß+1,—1) = + r($,2T5H, a—P+1,1), 
und wenn die Function 7, rechts vom Gleichheitszeichen, deren letztes 


Element 1 ist, nach der allgemeinen Formel 


El »— a—B-—1) 
( 

Fa,ßyD)= Iy—a—DUYW—B—N 
durch die Function /Z ERERN, wird, so ist: 


irre TER) 
y Sur 2 


Setzt man ferner in Formel (57.) 8.19. =, so wird: 


j 1 { 1 
rer): 


also wenn die Function 7, deren letztes Element 1 ist, durch die Function 


























11 ausgedrückt wird: 
2 


+1 
2 Fe een 
RR 4 2 


Diese Summation geht auch unmittelbar aus (73.) oder (74.) $. 20. her- 
vor, wenn daselbst = 0 gesetzt wird. 
Setzt man endlich in Formel (66.) 9.19. =35;, so ist: 


u _nrIYr— a yae—1i 
F(a, 1—u,% 2) = Tal (3 ‚ehe ‚Y 1), 


- 


(«+3 —1 











und daher 
217 Yall(y—1) 


3» F (a, 1— 0, Y 2) en: gef: @& ner) ; 
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Aufser diesen drei Summationen der Reihe F(a,ß,y,x) für die 
Werthe e=—1 und =}, wobei noch zwei der Quantitäten a, ß, 
beliebig bleiben, gewähren die Formeln des dritten Abschnittes keine an- 
deren derselben Art; indessen können diese noch verallgemeinert werden. 














a... 13 
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Im allgemeinen hat nämlich Gaufs I. c. pag. 11 von den drei Functio- 
nen Fa, BY, x), (u -FA, B+wy+tvx) undF(a+r,ßB+u,y+v,r), 
in welchen A, u, v, A’, u’, v’ beliebige ganze, positive oder negative Zah- 
len bedeuten, gezeigt, dafs aus zweien derselben die dritte durch Reduc- 
tionsformeln hergeleitet werden kann. Setzt man nun in Gleichung (1.) 


«+1 statt a, so ist: 
r. | 2--1YaII(a— +1) 
Fo+1,ß, 0 —£ +3, —) = 28H Te 
N 2 )(5) 








Aus F(a,ßa-ß+1,—1) und Fa +1,ß,a—ß +2, —1) kann man 
aber nach dem angeführten Satze F'(a, ß, «—ß+4,—1) herleiten, wo k 
irgend eine beliebige ganze Zahl bedeutet; und deshalb läfst sich auch 
diese allgemeinere Reihe durch die Function 1/ summiren. Eben so aus 





dem gefundenen Ausdrucke für 1 "(e, ß, ER, 2), wenn a +1 statt « 





und ß-H1 statt ß gesetzt wird, erhält man auch # (c+ l,ö-Hl, ne +1, :) 
+4 ) 


und aus diesen beiden vermittelst der Reductionsformeln F(a, ß, wii k gi 


Auf dieselbe Weise leitet man auch aus F(«,1—a,Yy,%) die allgemeinere 
Reihe F(a,k—a,Yy, 3) ab. ‚Hieraus folgt: erstens, die Reihe F(a,ß,y, —1) 
läfst sich durch die Function 77 summiren, wenn y—a-tß oder y—ß+ ou 
eine ganze Zahl ist; zweitens, die Reihe Z'(a,ß,’y, 3) lälst sich durch die 
Function // summiren, wenn 2y—u—P oder «a+Pß eine ganze Zahl ist. 





$. 25. 

So wie die Formeln des dritten Abschnittes diese Summationen 
gegeben haben: eben so geben die Formeln des vierten Abschnittes einige 
speciellere Summationen, bei welchen nur noch eine der Quantitäten «a, 
2, Y beliebig bleibt. 

In Formel (19.) $. 21. gesetzt = ;, giebt: 

2a+5 2 
u. ml ARE) era nt du) 


ar Ä 








. FD a 2 ’ 
in (20.) gesetzt <= (Fan) , giebt: 


z »f{„ te +1 22+5 (V 2—1\? -2yf[% “ti 2e+2 ,\, 
5. (A))= aa er): 
in (23.) gesetzt =, giebt: 





15 * 
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0. (SHARE) perl, cht nt, 


Rn . 
ALV33%? giebt: 


7, F(«, 4a +1 4a +1 4Y72 = ‚ie a9 r(3,CH 8); 





in (24.) gesetzt x = 








6 ’° 3 ’ALYV?2) 8:3; 
in (31.) gesetzt = —}, giebt: 
„[® 2—a 20-5 ee nr ur 
8. r(2, 6 ) t2,_3) TE = F(< 99 u Ki ); 
(v2? —1)? 





in (32,) gesetzt x = — , giebt: 


4V2 
9, F(e, Ze, U u) e rt 








@ a+1 20a+2 1); 








Yale ww. be air, 1 
in (25.) gesetzt =, 1? giebt: 
10. F(2a, Hichyarı) = = 4-29 er(2,°°H, 043,1); 
in (26.) gesetzt s=7> giebt: 
11. F(2o, +4, 2043,51) = (Q—Y2)2« F F(3,2-,0 1,1); 
in une gesetzt «=. 12, giebt: 
2 ran) er) 


Für die beiden Reihen, welche hier rechts vom Gleichheitszeichen vor- 


kommen: r(2, eh a7 R; 1) und F(S-,: =, +4; 1), darf man nur 




















2 6 3 
ihre Ausdrücke durch die Function /ZT setzen, aa 
2a—1 
r(£ a+1 2c+2 1) F N 3) 
> Kl WEL E. e er e  e \, 
a(z-)u(7-) 
& nt VYall(a—}) 
r(Z 9» a2, 1) 


7 li ) 


so erhält man diese neun Reihen durch die Function 77T summirt. Man 
kann auch die Reihen links vom Gleichheitszeichen in diesen Formeln 
nach Gleichung (17.) $.9. umformen, und wird dadurch neun andere 
Summationen erhalten, bei welchen jedoch die letzten Elemente der sum- 
mirten Reihen dieselben sind, wie in (4.) bis (12.). Übrigens ist klar, dafs 
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alle hier gefundenen Summationen sich eben so durch willkürliche ganze 
Zahlen verallgemeinern lassen, wie die des vorigen Paragraphs, oder, was 
dasselbe ist: es lassen sich, da diese einmal gefunden sind, auch alle die- 
jenigen Reihen summiren, welche vermittelst der Reductionsformeln aus 
jenen abgeleitet werden können. 

Die Formeln des zweiten, dritten und vierten Abschnittes gewäh- 
ren ebenfalls eine grolse Anzahl noch speciellerer Summationen für den 
Fall, dals von den Quantitäten «, ß, Y keine mehr beliebig bleibt; von 
diesen mag es hinreichen, ein einziges merkwürdiges Beispiel zu geben. 


Setzt man in (45.) 19. «=, =%, so wird: 


SE I+ VAN nl 5 VÜ-nD)—1 
Fa ZT ra) 


setzt man ferner: 

Vils "> VU-=N)—1 
vazast + (ee - Wh 
so erhält man folgende Reihe von Gleichungen: 


F(%, 7 3, X )= vi—r FG; 4 4 x )s 

















= er etc, , 


13. Fa, He) =vl—r)F, Hr), 
ri}, 4 3; x) = vi—x‘') F(i, 43 3; x"), 
Us S. We 


Wenn man nun für irgend einen Werth des x die Reihe F(2,1,3,x) 
summiren kann, so wird man vermittelst dieser Gleichungen daraus auch 
die Summe derselben Reihe für die entsprechenden Werthe x’, x’, x, 


etc. ableiten können. Es ist nun aber für x =1 
. V nr II(#) 
(3,3, 9) = 1)? 
und die dem x =1 entsprechenden Werthe von x’, x”, x’, etc. sind: 
a a WEN 
a m a at = a 
VEIT? s+vd+V2)’ 
Für alle diese Werthe des letzten Elementes läfst sich also die Reihe 
Y'3,3,3,x) summiren. 


a’ = —1, etc. 


Die Function 73, 3, $, x) hat, wie man aus den Gleichungen 
(13.) ersieht, die merkwürdige Eigenschaft, dafs sich eine unendliche 
Reihe solcher Functionen bilden läfst, welche in bestimmten Verhältnissen 
zu einander stehen. Dies erinnert an die Eigenschaften der elliptischen 
Integrale, und es wird auch wirklich in dem folgenden Abschnitte gezeigt 
werden, dals die Function F(3,4,5,x) sich durch ein elliptisches Inte- 
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3.2, 16 +1) 


gral der ersten Gattung ausdrücken lälst. Denkt man sich die Reihe der 
Gleichungen bei (13.) bis in’s unendliche fortgesetzt und alle diese Glei- 
chungen mit einander multiplicirt, so erhält man folgende Entwickelung 
in ein Product unendlich vieler Factoren: 


#n ...». ın inf.), 


I (3,3 4%) = Ad RE I— 
welches, weil die Grölsen x‘, x”, x’, ete, sich rasch der Grenze O nü- 


herp, recht gut convergirt, 


Abschnitt VYV] 


Anwendungen der gefundenen Formeln auf verschiedene 
(ranscendente Functionen, welche in der allgemeinen 
Reihe F(«, ß,y,x) enthalten sind. 
$, 26. 

Als in der allgemeinen Reihe #(a,ß,'y,x) enthalten, können auch 
folgende drei Reihen betrachtet werden: 

el@e+-1)y? e(e+1)(e+2y? 

1. / ‚ 7 ‘ ‘ « 

+ to marn ER, 5 

‚2 

‘ r 1 er Y nn u 
+ +? tm Tr IE FI. 237° 


r .(« 128 1 ( ca +2) A(A-1 Do 
3, 1-+ 4 = (+ 5 +1). YP-+- a An ‚(d+ Fr. 


Von diesen Reihen sind die beiden ersten immer convergent, die dritte 
aber wird von einem bestimmten Gliede an allemal divergent, und ist 
nur, wenn dem y sehr kleine Werthe gegeben werden, für eine gewisse 
Anzahl der ersten Glieder convergent; dieselbe gehört also zu der Classe 
der semiconvergenten Reihen. Die Reihe (1.) erhält man aus #'(a, ß, y, x 


je 
wenn = m, <= 4 gesetzt, und 7 unendlich grofs angenommen a 
n 


Die Reihe (2.) entspringt aus F(a,ß,y,x), ndm «= m, ß=m', «= 
gesetzt wird, wo 2 und m’ unendlich grolse Quantitäten bezeich- 


























m.m’ 


nen. Die Reihe (3.) endlich erhält man, indem y=m, =my und 
m = »o genommen wird. Einige der gefundenen Umformungen der Reihe 


E(a,ß,y, x) lassen sich nun auch auf diese Reihen anwenden. 


Setzt man in Formel (17.) $.9. B= m, =, so wird 


F(«, m,Y, 7) ( 1/7" (va, UT 2). 


m 























_ .. : e ’ .B a’a+1) 2(3+1) 
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—mn 
Wird nun m =» gesetzt, so ist bekanntlich (1-2) = e’; also, wenn 


die Fuuctionen F in Reihen entwickelt werden, hat man 


2 ir, a(e+1)c+Ny? „A 
o Burz 117 +12 7 7ER 


hı__a zer RER _ GedY-e+N(Y—arNr? 

e(1 y-i Tr y.yt+1)1.2 y +1) (y+2)1.2.3 +...); 
eine Formel, durch welche jede Reihe (1.) in eine andere Reihe dersel- 
ben Art verwandelt werden kann. 

’ 


Setzt man in Formel (51.) 19. u=m, Bem—y+l,=-—;, 


in 














so ist 
Vy\ın _, +4 Vy 
F (m,m—y+1,y, Fe 2)= (1+ 2) F(my—y2!y—l, V\: 
"(142)) 
m 
Wird nun m = © oesetzt, so ist (1+ + Br — er), und wenn die Func- 


tionen F entwickelt werden, 
y- 


Y A 
u y-1 T,GH) [37 79 +1)%7+29 1.2.3 As 
BI (y— —DAVy Ca Veh HI HNGHH)RIVY 
(1+% —2)1 +%-1.2 7 Me 5} (27—1).27 (2y+1)1.2.3 +). 
Durch diese Formel kann eine jede Reihe (2.) in eine Reihe (1.) verwan- 
delt werden; wenn y negativ wird, so muls man derselben eine andere 









































Form geben. Man erhält, wenn y=—z gesetzt wird, durch Trennung 
der realen und der imaginären Theile: 
„8 „3 
6. — « u...» he 
ihr GHDI BE TTFITZTIEEE TEE 
’ 2) > rt y+2)@+3) 42° 
cos (? Wu = UAR, : IE 
@ V=) ® an 7 77 2 r9—i Yy2y+1) (27-2) 1.2.34 ) 
’r3)(Y4+3 % („+3 ar \(y#3)(y+3) 4? :? 
— I zsin(? ( 737 HEHE TH TE: 
hi ei So 27(2y+1)2.3 k 27 (2741) (2742) (2743) 2.3.4.5 
un 
0= sin(aya)(ı - CZDOHDEE Dt) 
27—027.1.2 707-0. FHHrFI1234 











—yzoos(ıy J(1— G+29Y7+H#: +42 \7+3)(y+3)#° : en) 








2727 +12.3 1 2227 H+2)2y+3) 2345 
woraus man durch Elim'nation der zweiten Reihe erhält: 
7. 1-5 2. 2° ze 
T5GFL2 zo FD tr 











1 Ä b_s64198: y-!)y+: Ey 3)ytH)4r 22 
sayglt- 2y—1)2z7.1.2 +23 =...) 


27-1237 (&y+1) 2742) 1.2.3.4 
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ED 


Aus dieser Formel (7.) folgt eine höchst merkwürdige Eigenschaft der in 


Klammern eingeschlossenen Reihe, nämlich dafs sie verschwinden muls, 
„?: 9.2? 23.2? 49.n° 
7 Ye ee 
zwar für jeden beliebigen Werth des yv. Wäre dies nicht der Fall, so 
mülste die stets convergirende Reihe 


sobald > einen der Werthe 





‚u.s, w. erhält, und 


-23 
u} ee Br. v 
für Br an Werth des ‘y unendlich werden, sobald z einen der 


Werthe 7 as, u. 
16’ 16 ° 





$. w. erhält. 


Setzt man in Formel (52.) 9.19. a=m, =, so ist: 


F (m,B,28,2) = (1-5;) a Ze ne 


und diese Gleichung, für 2 = » entwickelt, giebt: 











A(A+1)y? PAHNEL+NY? 
ö. +7 At 340212 TEREAFDREFDTET 
ii (Ham r (#-+3) TEE amt ) 
Diese Formel, welche eigentlich mit (5.) identisch ist, zeigt, wie diejenige 
Reihe (1.), in welcher y=2ß ist, durch eine Reihe (2.) ausgedrückt 


werden kann. 








Die semiconvergente Reihe (3.), kann, wie gezeigt werden soll, 
durch zwei, immer convergirende Reihen (1.) ausgedrückt werden. Setzt 


man nämlich in Formel (27.) 12. y=m, «= -—, so wird 


- m 











me II (m —i) II($— « —1) °F 
zur IT. “IF\a,u—r7r L 
Im —a—1) HEN) yI\a,a—m-T1,u 


m? Im 1) I(@«e—$ —1) yf cha I ur 
re ee FeRB—-m+1,6-0+1,— 2). 


Für m = ist aber (efr,. Gaufs Abhandlung pag. 27): 


m“ I I(m—1) m? II{m —1 
rege 1. und daher auch 1" Zr)‘ va D 


e+1,—%) 


ni 








u 1; 





wenn also m = oo gesetzt wird, und die Functionen F entwickelt wer- 


den, so erhält man: 

















af@+1) 3(?+1) 
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1.2. y(y+1) 
_ 2.0 1 el HDER+N NE 
9% 1 2 + 1.2.7? 1.2.3.y? u Hoden 
_ „ZU —e—1) @.Yy a(@-+1)y? 
u 4 II —1) (+ at@eara- rt) 
Te —P—1) P.y ee 
B 
rs JI(#—1) (1 ” (#—ece+1).1 ” (—-cH1,(, BE 2)1.2 Pre )- 


Für den Fall, wo 3 oder « eine ganze negative Zahl ist, bestehen die in 
dieser Formel vorkommenden Reihen nur aus einer endlichen Anzahl von 
Gliedern, und es lälst sich dann die Richtigkeit derselben leicht ander- 
weitig beweisen, 
$. 27. 
Die Reihe F(a, ß, ‘y, x) lälst sich auf folgende Weise durch hestimmte 
Integrale ausdrücken: 


IR: Pr Ad— u . du 
10. Faß, yx) = o 
rn d—u au 


«u 0 


Entwickelt man nämlich den Theil rechts vom Gleichheitszeichen nach 
Potenzen von x, so erhält man im allgemeinen für den Coefficienten der 





Potenz x*: 


(+1)... tr) RA ran 
«/ 0 
1.2... ” a A-uy rau 





Es ist aber (man sehe Gauls Abh. pag. 30) 


ı 8-1 —A—1 ER, IK3—1) 2Dy— $—1) 
J. „Adl—utt"du= No—1) a 





8 k— —B— 
V ut IA— ur P"qu IKB NAD _ ABHNY... (+1) 
Sau rau Hk 1)UB—1) (y +9) ....(Y-k—1)' 














Der Coefficient von x* ist also 
aa +1)... (etk—MPBHI)...(BHE—1) 
1.2....k.y(y+1)....(y+k—1) r 


welches genau der Coefficient von x* in der Reihe F(a,ß,y,x) ist, so 
dals der zweite Theil der Gleichung (10.), nach Potenzen von x entwickelt, 
wirklich 7 (a,ß,'y, a) giebt, und diese Gleichung deshalb richtig ist. Schreibt 
man anstatt des unbestimmten Integrales im Nenzer seinen Ausdruck 


durch die Function IT, so ist; 
Crelle’s Journal d. M. Bd.XV. Hit. 2. 19 
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1.2.y(y#1) 


II(y—1 1 
12. F(a, By) = 7 re nn, watl—uyVPAt—zu)"du. 


Diese bestimmten Integrale haben aber, wie man sieht, nur dann end- 
liche Werthe, wenn ß und y—Pß positiv sind; in jedem anderen Falle 
werden sie unendlich grols. 

Man kann nun auch die Reihen (1.) und (2.) des vorigen Para- 
graph’s durch bestimmte Integrale ausdrücken. Setzt man nämlich in (11.) 





a=m, => und m=x, so erhält man: 
m 

















P.y ß P+1)y° a II(y—1) 1 3-1 ki ige 
13. 14 rat = man), er 
Wird nun y=2P gesetzt, so ist: 
pP} V PCA+1 )y? — Pl pyu 
Atze rt Ar N, (iu) Terdu, 


und, wenn diese Reihe nach der Formel (8.) umgeformt wird: 





y y” ys un 
(IH gene + RrDOHnEeR te) = 


9 8 f 
sone ri (u 1— u)” er du, 


und, wenn or zu 4 dr B=y—z gesetzt wird: 








40 - f" 3 ‚ 
u—u?)et-? eV q 
13. 14,7 +; PREIK ad ‚73° ad a 
Wenn x nik = —z, so müssen die Re Exponentialgrölsen 
in Kreisfunctionen verwandelt werden, woraus hervorgeht: 


z z? 1 ge a\y- / 
Ne — „= u-u?)’ ?cos (4u-2)yY 2) du. 
Dieses Integral besteht, wie man leicht sieht, aus zwei ganz gleichen Thei- 
len, von denen der eine von v=0 bis v=*, der andere von „=! bis 


—=1 geht. Es ist daher 
z* 21I2y—2) f*, ._ 21-3 w 
a rd. (u— u)" ? cos ((Au—2)yz)du, 
und, wenn 1— Ba = v gesetzt wird, 
u 20-3 IK (2y—2 























15. 1 +3 = UGS HR I d—ı?j3cos (Avyz)du. 
Dieses Resultat stimmt vollkommen mit dem überein, welches ich auf eine 
andere Weise in diesem Journal Bd. 12. pag. 145 hergeleitet habe, um 
das vollständige Integral der Riccatischen Gleichung durch bestimmte In- 
tegrale auszudrücken, 
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&. 28. 

Zwei besonders merkwürdige Fälle der allgemeinen Reihe 7'(a,ß,y, x) 
sind die Fälle y=ß-+1 und P=1. Setzt man in (10.) oder (11.) $. 27. 
y=ß-l1, so erhält man 

F(a,ß,8-1,8) = Bf wlt—zuydu, 
und daher, wenn u= — gesetzt, und sodann das Zeichen v in x ver- 
wandelt wird: 
16. F(aß,ß+1,x) = Bat ta)" de. 

Formt man diese Reihe F nach Formel (17.) $.9. um, und setzt alsdann 
ßB—«a-+1 statt = und y—1 statt ß, so erhält man 


17. Fıa1,y,x) = (y—1) ca l— ey atloa)rda. 


Die beiden Reihen Fa, ß&,ß-+1,x) und F(a,1,'y, x) lassen sich also durch 
unbestimmte Integrale ausdrücken. Durch Reductionsformeln kann man 
aber aus diesen Reihen die beiden allgemeineren F(«,ß,ßB+k,x) und 
F(a, k,y,a) ableiten, in welchen k eine beliebige ganze Zahl bedeutet, 
so dafs man also eine jede Reihe F, in welcher eines der beiden ersten 
Elemente eine ganze Zahl ist, oder in welcher das dritte Element von ei- 
nem der beiden ersten um eine ganze Zahl unterschieden ist, durch un- 
bestimmte Integrale ausdrücken kann. Von der andern Seite kann man 
nun auch jedes Integral von der Form 


Sa +2") dz 
durch die Function F ausdrücken. Setzt man nämlich in (16.) x = +:“ 
A . 
B= TEE hatte Er wird 


/ a Ad et ie 
18. FIn, +, te) = af SAFE, 
und daher 
19. SHreyde= Er (u, +1, 82"). 
Für die Functionen Fa, 1,y,x) und Fa, 6,B+1,=) vereinfachen sich 
auch die Formeln des $. 11. sehr, indem allemal eine der darin vorkom- 
menden drei Functionen F sich algebraisch ausdrücken lälst. 
In (21.) $. 11. gesetzt B=1, giebt: 
20. F(a,1,Yy,&) 


II(y— 1) Il — di ar —1 
In re: Deat— er + Fa 1,a—y+ 31-2) 








18 * 
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In (22.) $.11. gesetzt y=Pß-+1, giebt: 
21. I,B,ß+1,x) 
II II (—«) / 
ar Ural, 1,20, 1-2). 
In (24.) $.11. De y=fP-+1, giebt: 


22. Fi,3,ß+1,x) 
Br IA — P—N, 1-8 Pi—aT, 
II(@«—1) Yun Ads B—-.a r(a,1, «—P+1, 1—x )- 
In (25.) $. 11. gesetzt B=1, giebt: 
23. F(a,1,Y, x) 


_—_ ZI(y—1) II(—e) ey ya yv—1 1 
ed IE rer Fr — 7)" 


Diese Gleichungen können mit Hülfe der beiden Formeln (17.) und (18.) 
des $. 9. auf verschiedene Weise umgeformt werden. Man kann auch 
statt der Functionen F’ ihre Ausdrücke durch bestimmte Integrale nehmen, 
und hat dadurch die Grundgleichungen für die Transcendenten, welche in 


der Form F z’1(1 +z“)dz enthalten sind. 
o 

















$. 29. 
Setzt man in der Formel (11.) $. 27., in welcher die Reihe F{a,ß,y,x) 
durch ein bestimmtes Integral ausgedrückt ist, &—=3, P =, y=l, x = 
c’, so erhält man daraus: 


v/ı ı p) En 1 1 — Bu 4/4 __p — 
Fa) =—/ u (A u) (1 cu) du, 


und wenn v=sin®’ genommen wird: 


54 re 2 dp 
FL V(l—c’sinp?)’ 
Dieses Integral ist aber das ganze elliptische Integral der ersten Gattung, 
welches nach Legendre durch 


= a ie 
FA: Yviü- c* sin«p*) =F (e) 


© 


bezeichnet wird. Man hat daher: 








24. Fe c) = F(4, 
Setzt man ferner in Formel 11) .207.0—i, Per, ymlı 2=cC, 


so erhält man: 
I \ 
70 Sa nraenen 
’ 0 


‚1, c”) 


ü 
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1.2,y(y+1) 


und wenn u =sin®” genommen wird, 


2 g% 
r,4,1,)=—/ vi—esinp)dp, 
Dies ist das ganze elliptische Integral der zweiten Gattung, nach Le- 
gendre bezeichnet durch 


/"va-esiop)dp = E(e). 
Man hat daher: 
25. ZEN) —= F(—3,3,1,c0). 


Die ganzen elliptischen Integrale der ersten und zweiten Gattung (und 
folglich auch die der dritten Gattung) lassen sich also durch die Reihe F 
ausdrücken. Aus den beiden Formeln (24.) und (25.) können nun durch 
Verwandlung der Reihen F(2,#,1,c?) und F(—3,3,1,c’) eine grolse 
Anzahl anderer hergeleitet werden, von welchen wir einige der merk- 
würdigsten hier zusammenstellen wollen, wobei, wie es bei Legendre 
gebräuchlich ist, 5° = 1—c” gesetzt werden mag: 





2 1 = 4c 
2 ZEO = ya ar) 
vi a F'(c) = F(}; 1,1,4b’c?), 
238. —El) = (-2)F@,2,48 0), 

- a3 

2 1 r 8b} 
29. ZE() = rl 4, ap) 

2 1 





30. Pr F' (ec) 


NE 














u = 1 160? b* 
u er 3 017 9 V (1-4?) 78, I; drop): 
2 V 2 
32 „Fo)o= momF&i%,(1-20)) 
2V n(1—?2 2 
rs FG bhrlt—20)), 
3 Zinn var a. 
+ (I 4))? 491492) 


2Y n(1—2c?) „ 
+ mes FG 2) 





Die Gleichung (26.) ist durch Verwandlung der Reihe F(#,%,1,c’) ab- 
geleitet aus (50.) $.19.; die drei folgenden, (27.), (28.) und (29.), welche 
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1.2.7iy+l) 


nur in den Grenzen ®—=0 bis ee gelten, sind abgeleitet aus (57.) 
und (63,) des $. 19, und (34.) $.21.; eben so (30.) aus (52.) $. 19.; die 
Gleichung (31.), welche nur von e=0 bis c=y?—1 gültig ist, aus (25.) 
$. 21. Endlich die beiden Gleichungen (32.) und (33) sind aus Formel 
(72.) $. 20. abgeleitet und stimmen vollkommen mit denen überein, welche 
Jacobi, Fundamenta nova etc. pag. 67 und 68, aufgestellt hat. 

Als einige von den mannigfaltigen Ausdrücken der Function E'(c), 
welche aus Gleichung (25.) durch Verwandlung der Reihe F(—4#,#,1,c?) 
gefunden werden, wollen wir folgende aufstellen : 


34. —ENe) = BF4,2,1,0), 











35. —EXe) =5r(—4,4,1,Z£), 

6. Ei) = WMi-F)r(-H3 1,5): 
37. ZEi = yırl(-3,3,1,—%), 

3 ZEo=r(-,—4,1(5)); 
9 —Eo)=vir(- 3,1, ZN), 


Diese sind der Reihe nach aus (17.) und (18.) $.9. und (52.), (54.), (43.) 
und (48.) des $. 19, abgeleitet, 
Umgekehrt kann man nun auch diese hier vorkommenden Reihen 
I’ durch die ganzen elliptischen Integrale ausdrücken, welches häufiger in 
Anwendung kommen wird, da die elliptischen Integrale, für welche über- 
dies vollständige Tafeln berechnet sind, als bekanntere Functionen gelten 
müssen, als die Reihe F(a,ß,y, x). Wenn man alle möglichen durch die 
Formeln des zweiten, dritten und vierten Abschnittes zu bewirkenden 
Umformungen der Reihe F(4,3,1,x) berücksichtigt, so wird man fol- 
gende hypergeometrische Reihen /" durch ganze elliptische Integrale aus- 
drücken können: 
F(i,3,1,=), # (3,8,1 ‚%) F(1,3, 1,x), F(2,3; 1,x), Fy,g,1,x), 
F (5,5 1,2), F (8 Sa) EN IF (5,5; 1,x), F(i,3;1,x), F(2,3 l,x), 


F(4;% 4, 3%) k(3,3 3,30), F(3,8,2>%) F(5,3,2,2) (92,80), 
F&,2,2,2), F hier, Fer, Fr pr, FE dr), 
Ft,2,3,2), Fu, 2), Fe, Fr sr), Flilrdı dr), 
Fiade, Fre, Free Ferner), Fr) 


40. 


























S. Kummer, über die hypergeometrische Reihe 1+ rt ee A: +... 147 


Es soll uun überdies gezeigt werden, dafs wenn in diesen Reihen die drei 
ersten Elemente um beliebige ganze Zahlen vermehrt oder vermindert 
werden, auch die so entstandenen Reihen sich durch die elliptischen In- 
tegrale der ersten und zweiten Gattung ausdrücken lassen; oder im allge- 
meinen, wenn Z(4,ß,Yy,x) sich durch ganze elliptische Integrale aus- 
drücken lälst, dals dasselbe auch von F(a+%, B+u, y-+v, x) gilt, wo 
A, &, v beliebige ganze positive oder negative Zahlen bedeuten. Um dies 


zu zeigen setze ich 
F (a, B,Y&®) =P, 


wo P ein Ausdruck ist, der die elliptischen Integrale F' und E! enthält. 


Durch Diflerentiation folgt hieraus 


=EFla+ 1,£+1,y+1,x) = — 


Da nun die Differenzialquotienten der ganzen elliptischen Integrale wie- 
der auf dieselben Funetionen F' und E' zurückführen, so folgt, dals 


und daher auch F(«+1,2-++1,y+1,x) durch diese elliptischen Integrale 
sich ausdrücken lassen müssen. Aus 7a, ß,y,x) und F(«+1,ß-+1,y-+1, x) 
kann man aber F(«+r,ß-+r,y+v,x) durch Reductionsformeln herleiten, 
so dals auch diese allgemeinere Reihe sich durch elliptische Integrale aus- 
drücken lassen muls. Jede einzelne der bei (40.) angegebenen Reihen, 
welche sich durch die elliptischen Integrale ausdrücken lassen, wird daher 
eine unendliche Anzahl anderer nach sich ziehen, welche dieselbe Eigen- 
schaft haben. 

Die bei (40.) zusammengesteilten Reihen, nebst denen, welche sich 
auf die so eben angegebene Weise aus denselben ableiten lassen, erschöpfen 
aber noch nicht alle Fälle, in welchen die Reihe F(«,ß,’y,x) durch ganze 
elliptische Integrale ausgedrückt werden kann. Man nehme z. B. das Integral 








Be 
41. = - E 
4 7 V (1—c?sin p%)” 


welches Legendre ( Traite des fonetions elliptigues, Tom. I. page i80 

et 151) durch ein ganzes elliptisches Integral der ersten Gattung ausge- 

drückt hat. Dasselbe verwandelt sich, wenn z = sin P? gesetzt wird, in 
y=:/uwil—u)tl—eu)idu, 

und es ist daher, nach Formel (11.) $. 27., 


2. y=zrFııl,d). 











+ ) ’ m .. . a. td 9 
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Es mufs sich daher auch die Reihe 7(1,2,1,x) nebst allen ihren Um- 
formungen durch ganze elliptische Integrale ausdrücken lassen, also: 

43. F( (32 1,2), F (35 2,1,x), F Hy hr) F(3, 5 1, x), F(3,3,1,x), 

31,0, Fi, 1,0), FH), FG, 3, 1,8), 

und folglich auch alle diejenigen Reihen /', welche aus diesen entstehen, 
indem die drei ersten Elemente um beliebige ganze Zahlen vermehrt, 
oder vermindert werden. Es folgt ferner hieraus, dafs auch die Reihe 
I(3,3,1,2) eine Umformung der Reihe Z(4,3,1,x) sein muls. Diese 
Umformung aber ist in den Formeln des zweiten, dritten und vierten 
Abschnittes nicht enthalten, weil wir daselbst nur diejenigen Umformun- 
gen gesucht haben, bei welchen wenigstens eine der Quantitäten «a, ß, Y 
beliebig bleibt. 


$. 30. 

Es hat im allgemeinen die Reihe F(a,ß,‘Yy, x), welche wir in die- 
ser Abhandlung untersuchen, eine unverkennbare Analogie mit den ellip- 
tischen Transcendenten, und viele der gefundenen Formeln für die Reihe 
I, geben wichtige Resultate für die Theorie der elliptischen Functionen, 

Setzt man in Formel (51.) 19. a=3,ß=#+, x =c‘, so ist: 


ni. FENG > che 
F(&,3,1,c‘) = 





1 lı ı 4c , 
am (3 2; 1, ap): 
daher hat man, wenn diese beiden Reihen durch elliptische Functionen 

1 2Vc 
L/ PIE 1 
44. Gr Ir): 

welches eine bekannte Eigenschaft der ganzen elliptischen Integrale der 
ersten Gattung ist. Eben so, wenn in Formel (43.) $. 19. gesetzt wird 


a=1,ß=4, x==c*, erhält man; 
4 oe ‚fi—b 
45. = Hr) 
Setzt man in Formel (13.) $.21. a =3, x=c’, so erhält man daraus: 
| Kay ee ı((I=V\° 
#6 Fle)= a E (Fi) ): 
welehe Gleichung in dieser Form zwar neu erscheint, aber unter der Form 


ri (Fr ” er (2 


ausgedrückt werden, 





. le 


2V% c 
welche man aus (46.) erhält, indem statt c gesetzt wird 7 146° sogleich 


als ein bekanntes Resultat erkannt wird. 
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1.2.1yt1) 


Setzt man in der Formel (34.) s.13. a —=!, P =), y=1,r=_c), 
so erhält man daraus unmittelbar jene merkwürdige Gleichung, welche 
von Legendre, Abel und Jacobi auf sehr verschiedene Arten herge- 
leitet und bewiesen worden ist, nämlich: 


17. FOEW+EWEO-EFOF()= 5 


', Me 

Betrachtet man ferner jene Differenzialgleichung der dritten Ordnung (4.) 
$.4., welche die Bestimmung des z enthält, damit vF'(«a‘, ß’, y’‘,z) und 
F(a,ß,Yy, x) einer und derselben lineären Differenzialgleichung der zwei» 
ten Ordnung (1.) $.4. als particuläre Integrale genügen, und setzt man 
in dersiben = a =}, Bf =4, y-y al, el, zzmX,, so 
erhält man daraus: 


d31 d?A \? 14-242 12° di? 14-22. 7* 
RN a 
di.dk didk 12 (1— 4?) "dk k2(1—k®) 
Dies ist die von Jacobi (Fund. nova ete. pag.i7) gefundene Differen- 


zialgleichung, welcher alle Modulargleichungen als algebraische particuläre 











Integrale genügen. 

Werden endlich dieselben Werthe der OQuantitäten a, ß, y, a‘, £', 
y', x und x in der Gleichung für den Multiplicator (3.) $. 4. substituirt, 
so erhält man für den Multiplicator der umgeformten elliptischen Integrale; 


A(l—A?)dk 
2 GREEERED (m —— — 


welches genau mit dem von Jacobi (Fund. nova etc. pag. 75.) gefun- 
denen Ausdrucke übereinstimmt, 


. 35, 

Es lassen sich auch die unbestimmten elliptischen Integrale der er- 
sten und zweiten Gattung für viele bestimmten Werthe des Modulus durch 
die Reihe F ausdrücken; umgekehrt lälst sich daher auch die Reihe F in 
vielen Fällen durch bestimmte elliptische Integrale ausdrücken. Dies soll 
in dem gegenwärtigen Paragraphen gezeigt werden. 

Wir wollen zu diesem Zwecke folgendes unbestimmte Integral 
betrachten: 


50. z = \\eru-ertde, 


welches zugleich mit x verschwinden soll. Dasselbe läfst sich nach For- 
mel (19.) $.28. durch die Reihe # wie folgt ausdrücken; 
= 4 l.d,dm). 
Cıelle’s Journal d. M. Bd. XV. Hit. 2. 20 
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1.2.6 +1) 
5 . Be EN 2\ 2 
setzt man aber in diesem Integrale x = (en ‚ so erhält man das 
cos p? 
umgeformte Integral: 
z. — ) 2) dp 7 / 
v2 oVi—-%singp®) 2y?2 F(V3,® B). 


Werden diese beiden PR OREEE des z einander gleich gesetzt, und wird 
für x sein Werth substituirt, so ist: 


sl. Fu 2? ee F)r(i 15 ed ei 
v39)= V ge cos p? 2>4>2>\j Feosg® . 
Aus dieser Formel können durch Umformung der Reihe F mehrere an- 


dern abgeleitet werden. Setzt man z.B. in Formel (45.) $.19. «=#%, 


1 — cosp?\ 2 Z 
( ee) ‚ so geht dieselbe über in: 


l--cosp* 
1l— cosp?\? V2V (A-+cosp?) g\* 
ri ı 3 Zu are: 2 RM . 
/ (3, 474? (Den ) ) Ya 1-+-cosp F (3; ‚4 (tang ') ): 
dies in (51.) substituirt, giebt: 
92. (V3:9) = 2tangz pP (3,3, 3, —(tangzPp)*). 
Setzt man ferner in Formel (43.) $.19. 3, f=3, =1-—.cos$pt, 
Oo 
2 u) pp, 
1-+-cosp? 


so wird 
1—cosp?\? 
2. 
ze en) ): 
und dies, in (51.) substituirt, giebt: 


F(3, 25 > 1—cos®*) “u 

’. un cosg a 

93. Fy3,9) = V( -) 4,3 2,2, 1—cos®*) 
Verwandelt man die in dieser ins enthaltene Reihe 7 weiter nach 
Formel (21.) $. 28., so wird 

N V (2 a) II(#) r 
F(v3, D) = INH — y2.cos® y (1—cos®*) F (3; 2 3 cos ®'), 

und wenn diese Reihe endlich nach Formel (17.) $. 9. verwandelt wird: 


i er m) IE | 
54. Fv:,O) REN. !—_2c0sP F(4,3,$,c0s@"). 


B=:unde= 





> 


[09 on 

















e “ st » 
Diese Formel giebt, wenn = —.. gesetzt wird, 
2er V (?n) IL tz) 





1 E kn 
Auch das elliptische Integral der zweiten Gattung, dessen Modul Y'z 


ist, kann durch die Reihe F ausgedrückt werden. Setzt man nämlich in 


E(yV4,9) = /dpvY(l—3 sing‘) 


cos®*’—= I— x, so erhält man 
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. 1 —, _; 1 ytz u 
E(VY3,®) nn fr (l—x) dc+ 275 /* :(1— x) ur, 
und wenn diese beiden Integrale durch die Reihe F ausgedrückt werden, 
" re e) \ nr 
55. E(y#, = 52: 2%) + F(4,3,3>%)), 
wo = 1— cos D*, 
Es soll ferner folgendes no betrachtet werden: 
y = /e 1-2)” 2 dx, 
welches, durch die Reihe Z ‚ausgedrückt, giebt: 
ya 6.x° (2,55 5 X). 
Um dasselbe durch elliptische Integrale auszudrücken, nehme man: 








z sinz * i a a SE 
2 = CnipLV3cig): oder 1+-y3 cotang} p’ = x, 
’ i 
und setze Kürze halber —. — = €, 80 indet man das umgeformte Integral 


— 23 dp — 3 In N 
ya Vi—c’sing?) " F(6,Q). 


Dieser Ausdruck des y, mit den anderen verbunden, giebt 








. 57. F (ec, ®) = 2.372" F(4, 5 23 x), 
wo ce = a, und = ei 
a (sind? +V 3 cosip?)' 


Geht man eben so von dem Integrale 
= JS (i+ 9 "°dz 


aus, so ist zunächst 
er Pr gr I I 7 En » 
Iy iz F (5; 5 5, —2); 


setzt man aber 





a sin Z® 2..2+V3 
ER (V3 cos 3 p* —sin z p?)’ und "= 4 ri 
so verwandelt sich dieses Integral in: 
dı . 
F — 3#F(6,0); 





— 23 —— 
+ Abe 3 Y(1—b’sing?) 
man hat daher: 
58. 








Dies sind die einfachsten Ausdrücke der Functionen F (c,®) und F/b,®\, 
aus welchen durch Verwandlungen der Reihe /’ leicht eine grolse Anzahl 
ähnlicher abgeleitet werden können. Es lassen sich für diese Werthe der 

20 ? 
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Moduln ce und 2 auch die elliptischen Integrale der zweiten Gattung durch 


die Reihe F ausdrücken; da jedoch diese Ausdrücke minder einfach sind, 
so sollen sie hier übergangen werden. 


Es sollen nun noch für zwei andere Werthe des Moduls die ellip- 
tischen Integrale der ersten Gattung durch die Reihe F ausgedrückt wer- 
den. Nimmt man nämlich das Integral: 


50... U em Ir m pr Frmr 
und setzt in demselben z= m.sin®, wo ?—=4—?2yY2, undk=y?2—1, 
so wird 








ii: dp Ei 
=; Nr = ;Fhp. 
Um dasselbe Integral durch die Reihe / auszudrücken, setze man = Ir j 
so wird 
5 un 1 x?dx 
v2/ Yii+e?) vY2/VY(i+a°)’ 
und daher nach Formel (19,) $. 28.: 


u = 








20 203 
ui Pre Et. Da ‚3 ı 8 
um lGr3$ 20”) He) 


Aus den beiden Ausdrücken des u folgt: 


60. 5 Fi, 9) = xFf(lı,5 gr) — FE}, yı—x"), 
2x han a2. 1—V (lm? sinp?) 
11 und daher x’ = IV m sng3)? 
M—=4—?2y?, k=y?2—1. 
Auf gleiche Weise findet man einen ähnlichen Ausdruck des elliptischen 
Integrals F(A, 9), dessen Modul A=y{2y?2—2) ist, aus dem Integrale 


un = Saga 
Setzt man nümlich z= mtangy, wo =4—2yY?2, und Y=2IyY?— 
so wird 








wo m.snd = 





m d ıb 


. V(i—2 sin?) Bo v3 EN Y; 





setzt man aber = ee ‚„ so wird 











| xrdx 
= yalvor +23) + va/varn: 


also 


3 
T s x Ye de 
m. er )+ mAh rV x), 











ß (a+1) £(2 
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und aus den beiden Ausdrücken des v folgt: 
3 
62. > FA, v) == ern N) + FH —R), 
a !.. __ V (1 + m? tangy?) —1 
wo mtang/) = ar und daher x’ = Veit mgw)r1 und 
"= 4—2/?, = 2Y2—%. 
Werden die Formeln (60.) und (62.) addirt und subtrahirt, so erhält 
man umgekehrt für die Ausdrücke der beiden Reihen F(4, 4,3, —x‘) 
und L (2,5; #8, —x°) durch elliptische Integrale: 


63. 2,5) = HERD) HE N), 


3 
64. FG, 2) = RD) — EP). 
Wir haben hier die unbestimmten elliptischen Integrale der ersten 


Gattung für die Werthe der Modulu y#, Re mit, und Y2—1 durch 


die Reihe F ausgedrückt; hieraus folgt unmittelbar, dafs sich noch eine 
unendliche Anzahl anderer elliptischer Integrale ebenfalls durch die Reihe 
Y' ausdrücken lälst, nämlich alle diejenigen, deren Moduln als umgeformt 
aus diesen drei Moduln betrachtet werden können, zu welchen unter an- 


dern auch die Moduln NEmad und Y{?yY 2—2) gehören; die obigen 


drei Moduln aber sind ganz unabhängig von einander , oder können nicht 
in einander umgeformt werden. Von der andern Seite sind die hier vor- 
kommenden Reihen F durch elliptische unbestimmte Integrale ausgedrückt, 
woraus folgt, dals auch alle Umformungen dieser Reihen F sich durch 
unbestimmte elliptische Integrale ausdrücken lassen. Für andere Werthe 
des Moduls, welche von den genannten dreien unabhängig sind, ist es mir 
nicht gelungen, die elliptischen unbestimmten Integrale durch die Reihe F 
auszudrücken, man mülste denn die beiden äufsersten Werthe des Moduls 
O und 1 nehmen, welche aber nur Kreisbogen und Logarithmen geben. 
Übrigens sind grade diese drei Moduln in vielen Beziehungen besonders 
merkwürdig und haben unter andern die Eigenschaft mit einander gemein, 
dals sie sich in ihre Complementair -Moduln umformen lassen. 

Eine nur einigermalsen vollständige Sammlung solcher Reihen F# 
zu geben, welche sich durch unbestimmte elliptische Integrale summiren 
lassen, würde zu weitläuftig sein. Man kann in dieser Hinsicht bemerken, 
dals nur solche Reihen 7 diese Eigenschaft haben können, welche sich 
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überhaupt durch unbestimmte Integrale ausdrücken lassen, und dies’ ist, 
wie wir oben $.28. gesehen haben, bei denjenigen der Fall, in welchen 
entweder eines der beiden ersten Elemente & oder ß eine ganze Zahl 
ist, oder in welchen das dritte Element y um eine ganze Zahl grölser 
ist, als eines der beiden ersten. Die Integrale, durch welche solche Rei- 
hen ausgedrückt werden, sind immer von der Form: 


fer +taıyda; 


nachdem man also eine Reihe F, welche man durch elliptische Integrale 
summiren will, zunächst durch Integrale yon’ dieser Form ausgedrückt 
hat, mufs man untersuchen, ob diese sich entweder durch die zahlreichen, 
von Legendre gegebenen Substitutionen, oder durch andere, in elliptische 
Integrale verwandeln lassen. Endlich kann noch gezeigt werden, dafs, 
wenn die Reihe Z(a,b,e,x) sich durch elliptische unbestimmte Integrale 
summiren lälst, dasselbe auch bei der Reihe F(a +1,5b-+u,c-+v,x) der 
Fall sein wird, wenn A, a, v, beliebige ganze Zahlen bedeuten. Aus 
I (a, b, C, a) kann man nämlich (a u. 1, b + 1, c a. 5, x) durch Differenzia- 
tion herleiten, und aus diesen beiden Reihen sodann F'(a+r, b-+u, c+v, x) 
durch Reductionsformeln, 
u 

Zu den Transcendenten, welche in der allgemeinen Reihe Fu, ß, Y,%) 
enthalten sind, gehören auch die Coefficienten der Entwickelung 
65. (1+a?—2acos@)”=P,+2P,cos®+2P;cos?P+2P;,c0s39-+.... 

Diese Coefficienten sind schon sehr oft untersucht worden, und Le- 
gendre hat denselben die erste Abtheilung seines Appendice au traite des 
fonctions elliptigues, Tom. II. pag. 531. etc. gewidmet. Wir werden hier 
dieselben Bezeichnungen, welche Legendre gebraucht, beibehalten, und 
mit Hülfe der für die Reihe Z'(«,ß, y,a) gefundenen Formeln die Theorie 
dieser Transcendenten zu vervollständigen suchen. Wenn der allgemeine 
Coeffieient der Entwickelung (65.) als Function seines Stellenzeigers A 
und des Exponenten z, durch P/A, 2) bezeichnet wird, und Kürze halber 


gesetzt wird: 


nIn-+-i)....(n+A—1) _ \ 
nie ; u ’ 


so ıst: 


66. PaA,2) = Au!F(n+r,n,i-+1,0?). 
Iodem man die Reihe F{r+A,2,A+1,a?”) nach den im zweiten und 




















. er i R x 8 . 
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dritten Abschnitte gefundenen Formeln verwandelt, findet man alle bis 
jetzt bekannten merkwürdigen Eigenschaften dieser Coefficienten, eben so, 
wie die allgemeinen Reductionsformeln der Reihe F(a,ß,‘yx) alle Re- 
ductionsformeln dieser Coefficienten gewähren. Wir wollen uns nicht 
damit aufhalten, schon bekannte Eigenschaften zu entwickeln, sondern 
nur einige noch nicht bekannte Resultate aus dem Obigen herleiten. Alle 
Reihen, durch welche der Coefficient P(A,r) bis jetzt entwickelt worden 
ist, haben den Mangel, dals sie, wenn die Quantität « der Einheit sehr 
nahe kommt, sehr langsam convergiren, und Legndre a. a. O. pag. 570 
schlägt deshalb vor, in diesem Falle die Werthe derselben aus den Aus- 
drücken durch bestimmte Integrale nach der Methode der Quadraturen 
zu berechnen. Dieser Übelstand kann auf folgende Weise gehoben wer- 
den. Setzt man in Formel (23.) ll. a=n+ı, P=n, y=ı/-+1, 


x == a’, so erhält man: 
i ; BaAL-EN. 
see. alte: SIRIEN n, 2n,1—.a°) 
II), II An — 
+7 HISHHG-T, 
Multiplieirtt man diese Gleichung mit Aa“, so erhält man: 


> , I(—2 u: L / ’ b) 
67, Pan) = Sen “n-+i,n, 2n,1—e?) 





(1— a)" Fii—n, 1- A—n, 2—2n, 1— 0”) 





II(2n — 2) 

T (Un —1))* 

Dieser Ausdruck des Coefficienten P(A,r) durch zwei Reihen, welche 

nach Potenzen von 1—.a? geordnet sind, ist grade, in dem Falle, wo a 

der Einheit sehr nahe kommt, zur numerischen Berechnung äulserst vor- 

theilhaft; aber derselbe kann auch noch in einen andern umgeformt wer- 

den, dessen Reihen bei weitem rascher convergiren. Setzt man nämlich 
in Formel (43.) 19. u=n-+r, P=n, =1-—.a°, so erhält man: 


a 1 + a\7?"- Pi 1— 
Kata 2m 1m) = (EI) "elta li) 
und wenn in derselben Formel (43.) gesetzt wird «=1—n-+ı1, P= 

i—n, =1-—.e: 
Fi—r+r,i—n,2—2In,1—0o) * 


Bi er +Avr+ 13-2, =); 


al— a)" Fi—n+r, 1—n,2—2n,1— a). 








dies in der Formel (67.) substituirt, giebt: 











” 8 @7 uber 1 f “ra . ser) y a.f a(a+1) 3(?+1) 2 
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IT—2n)(— a) 1a 7-2, l—a\? 
nr ( 2 ) ei (r+2, At3 a+3, (17:) ) 
JI(Qn—2) 


Ba Tran) ha Sean rl, At2,2m, ))- 


Die beiden Reihen dieser Formel sind aulserordentlich convergent, s0- 


bald @ nur einigermalsen der Einheit nahe kommt. So z.B. fra = 


68. PüA,n)= 





ist (=>) =ar so dals die beiden Reihen in diesem Falle nach Po. 
tenzen von a2 fortschreiten. Die durch die Function I7 ausgedrückten 
Factoren findet man mit grofser Genauigkeit aus den Tafeln dieser Func- 
tion, welche Gau[s und Legendre berechnet haben. Für die beiden 
Fälle : erstens, dals r eine ganze Zahl ist, und zweitens, dafs 2 von der 
Form #% +3 ist (für # eine ganze Zahl), sind die beiden Formeln (67.) 
und (68.) unbrauchbar, weil sie unendliche Quantitäten einschliefsen; in 
dem ersten Falle sind jedoch die Coefficienten P(A,r) nur algebraische 
Functionen, und im zweiten Falle können sie durch elliptische Functionen 
ausgedrückt werden, wie Legendre a. a. O. gezeigt hat. Es ist ferner 
leicht zu zeigen, dafs es aulserdem noch zwei Fälle giebt, in welchen 
diese Coellicienten alle durch die ganzen elliptischen Integrale der ersten 
und zweiten Gattung können ausgedrückt werden, nämlich: erstens, wenn 
n von der Form #+%, und zweitens, wenn z von der Form 4 +# ist, wo 
k eine ganze Zahl. Es ist nämlich $. 29. bei (40.) bemerkt worden, dafs 
unter andern die beiden Reihen F'(4,4,1,x) und F(3,3,1,x), und alle 
andern, welche aus diesen entstehen, indem die drei ersten Elemente 
um beliebige ganze Zahlen vermehrt oder vermindert werden, sich durch 


die ganzen elliptischen Integrale ausdrücken lassen; woraus unmittelbar 
Tolst, dals 
P,k+z) = NA. Fr tkrg, kt, A+1,ef), 
oder jeder Coeflicient der Entwickelung (65.) für a=4++# sich durch 
die elliptischen Integrale ausdrücken läfst. Ferner ist $.29. bei (43.) be- 
merkt worden, dafs unter andern die beiden Reihen F(Z,%,1,x) und 
F'3,23,1,x) und alle, welehe aus diesen entstehen, indem die drei ersten 
Elemente um ganze Zahlen vermehrt oder vermindert werden, sich durch 
die ganzen elliptischen Integrale ausdrücken lassen; woraus eben so folgt, dals 
Pr,k+4) = N.otl(A+E+3,6+3,1+1, 0°), 
oder jeder Coefhieient der Entwickelung (65.) für z2=4+3 sich durch 


die ganzen elliptischen Integrale ausdrücken lüfst. 
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12. y(y+1) 


Abschnitt VIL 


Über die Reihe Fa, ß,y, x), in welcher das letzte Element 
x imaginär ist. 
$. 33. 

Die Untersuchung der Reihe F(«,ß,Yy, x), welche wir bisher nur für 
reale Werthe der vier Elemente o, ß, y und x angestellt haben, könnte 
von einem weit allgemeineren Gesichtspuncte aus geführt werden, wenn 
man auch imaginäre Werthe dieser vier Elemente zuliefse. (Man ver- 
gleiche die Abhandlung von Abel über die Binomialreihe, welehe ein spe- 
cieller Fall der Reihe #(a,ß,Yy, x) ist, in diesem Journale Bd. 1. pag. 311.) 
Im allgemeinen aber würde eine Reihe, in welcher a, ß, y und x 
imaginär sind, nur durch höhere Transcendenten, welche von acht Ele- 
menten abhängig sein würden, real oder unter der Form M--yY—ı1N 
ausgedrückt werden können. Wir werden uns daher hier nur darauf be=- 
schränken, die Reihe F(«,ß,Y,x) für imaginäre Werthe des letzten Ele- 
mentes x zu betrachten, 


Nimmt man z=re’1— r(cosv+-y—1sinv), so zerfällt. die 
Reihe #'(a, ß,Yy,x) in folgende zwei Reihen: 


1. Faß, y, re’) = 14 er rcos?v-.... 


a(c (8 
+y—1 (ersiov+ ehe rsin?v+....). 


Diese Reihen können auf eben so viele Arten in andere Reihen von der- 
selben Form verwandelt werden, wie die Reihe f(a,ß, 'y, x) mit realem 
letzten Elemente; denn jede der im zweiten, dritten und vierten Abschnitte 
gefundenen Formeln gewährt eine Formel für die Verwandlung dieser 
nach Potenzen von r und Sinus oder Cosinus .der Vielfachen eines Bogens 
ı fortschreitenden Reihen. Da es nur mit geringen Schwierigkeiten ver- 
knüpft ist, die oben gefundenen Formeln für den gegenwärtigen Zweck 
einzurichten, so mag es binreichen, dies an einigen der Hauptformeln zu 
zeigen. Damit aber diese Formeln eine einfachere Gestalt gewinnen, wird 
es nöthig sein, zunüchst einige passende Bezeichnungen einzuführen. Die 
Reihen, welche hier vorkommen, sollen, wie dies häufig geschieht, durch 
ihre allgemeinen Glieder bezeichnet werden, welchen das Zeichen 3 vor- 
gesetzt wird; der Stellenzeiger des Gliedes soll stets durch & bezeichnet 
Crelle's Journal d. M. Bd.XV. Hft. 2. al 
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werden; ferner soll der kte Goeffieient der Eutwickelung von F(a,ß, y, x) 
durch C, (a, ß, Y) bezeichnet werden, so dafs 
e | (@e-+1)....(e+r—t) A(A-H1)....(?+r:—1) 
2. CB y) = - uaN | i 
( ‚P 2 l...kıyly-+l)...(yt+k—t1) 


Auf diese Weise wird die Gleichung (1.) folgendermafsen dargestellt werden: 
ng ) 4 y Y > . 
IB yre’"') = ZC(wß,y)r'coskv-y —13C,(a,ß,y)r'sinkv. 


Ks soll nun zunächst die Formel (17.) $.9. für den gegenwärtigen 








* ” . 1 gie . 
Zweck eingerichtet werden. Setzt man in derselben e=re"’-'!, so ist: 


I (a, ß, Y $ e' Y-1) nn dere Ale Fy—au, yv—ß, Y re’/- pr 


Setzt man nun ferner 1-reY!!— ger" Y-1, oder 
r sinv 





= y(ii—?2 ’ ri new —= 
p V( cosv.r-+r‘) und tang inf 


so hat man nach der angenommenen Art der Bezeichnung: 
30, (a,ß,y) rt Vz RE Oo ly—a,y—B, yyrh eltrenuV-i, 
und wenn die realen und die imaginären Theile getrennt. werden: 
3. E30 (aß, Y)rreoskv = "RZ CO, (ya, y—ß,Y r'.cos(kv—(y-a-P)w), 
4. 30,(a,ß,y)r* sinkv= PC y-a,y—ß, y)r". sin (Av—(Y-u-P)w). 
Man kann diese beiden Formeln in eine einzige zusammenfassen. Multi- 
plieirt man nämlich die erste mit cos#, die zweite mit sind, wo ® eine 
ganz beliebige Quantität ist, und subtrahirt die Producte von einander, so ist: 
5. 30C,(a,ß,y)r'cos(kv-+9) 
= MAZOYy—,y—ByY)r cos(kv—y—-a—P)w+9). 
Auf dieselbe Weise kann man die Formel (18.) $. 9. behandeln, 

welche für = re’! ist: 








— re V-1 
2 UV # en vy —1\7% re ) 
FauByre') = Urea Ber 
k > _.rsinv 
Setzt man, eben so wie oben, e=y (1—2cosv.r+r) und tangw= 5, 
so wird Are: 
Kr vv— la -wV—l ya re' ET. — u Vol, 
1—re = ee und ae Ar ; 


daher kann diese Formel jetzt so dargestellt werden: 


k 
\.kjkv ur eh y u (kvfw)+taw) v—ı 
EC,(a,ß,y)r' 4 =: 30,(,y—P, Y): 0 e ’ 


und nach Trennung der realen und imaginären Theile: 





+7 


k 

6. 3C,(a,ß,y)rcoskv = e"ZC;(a, yv—ß,Y) (=) cos(k(vFw) aw), 
ne! 5 k . 

7. ZG(aß,y)rsnkv= 0° 30, (0, y—P,Y) (7) sin(k(vFw) + aw). 
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Multiplicirt man hier wieder die erste F'ormel mit cosd, die zweite mit 
sind und subtrahirt, so werden diese beiden in folgende Formel zusam- 


mengefalst : 
8. 30,(wß, Yr'cos(kv +6) 


—r\k 

= "30a y—B,y)(Z) eostewtw)taw+D). 
Die beiden allgemeinen Formeln (5.) und (8.) gewähren sehr zahlreiche 
Umformungen bekannter, nach Sinus und Cosinus der Vielfachen- eines 


Bogens geordneter Reihen, und zwar vorzüglich für den Fall r=1, wel- 
chen wir daher besonders betrachten wollen. Für r=1 wird 





e=y(?—2cov)= 2 sin Z—, tang w = cotang s 
yE/ 1 ” . n 
und daher vw = + ”—-, wo A ireend eine ganze Zahl bedeutet. 
2 b) > 4 


Diese Werthe, in Formel (5.) substituirt, geben: 
9. 3 0,(0,ß,y) cos(kv+9 = 


(2 sin) E0,y-y—ß, yeos(kiv+y—a—p (2 — IE =) + ). 
Es ist nun die ganze Zahl A zu bestimmen, welche in dem zweiten Theile 
dieser Gleichung vorkommt. Diese Zahl kann in verschiedenen Grenzen 
des v andere und andere Werthe bekommen; aber sie kann nur dann 
ihren Werth ändern, wenn dadurch die Continuität der Werthe der 


. . . ( . UV 
Reihe nicht unterbrochen wird; also nur dann, wenn 2sin— —=0 oder 


v=0, ver, v=4r, v=6R, us. w.: innerhalb jeder der Grenzen 
des v, von O bis 2”, 2r bis 4r, 4r bis 67, u.s. w. muls die ganze Zahl 
h einen und denselben Werth behalten. Damit nun die Formeln etwas 
einfacher werden, wollen wir dieselben hier und in dem Folgenden stets 
nur für die ersten Intervallen des Bogeus v betrachten, in welchen sie gül- 
tig sind, weil dieselben, indem v— Ahr statt v gesetzt wird, leicht für alle 
übrigen Grenzen des v erweitert werden können. Um nun den Werth der 
Zahl h in den Grenzen v=0 bis v=?27 zu bestimmen, werde v—=7 
gesett; dies giebt 

306, (,B,y) Dos! = VZO, (y-a, y-B,y)(—1)R cos d— (Y-a-P)hr), 
welche Gleichung auch so dargestellt werden kann: 


Fa, B,y—1) = Fa y-By 1). BESTEN 


cos d ’ 





setzt man aber in Formel (17.) 9. =—1, so ist 
Fa,By 1) = YriFyany—ß,y —1) 
* 
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Diese Gleichung, mit der vorhergehenden verglichen, giebt: 
cos8 = cos! — y—a—P)hr); 
und damit diese Gleichung für jeden beliebigen Werth von «, ß und y 
Statt habe, muls A=0 sein. Es ist also in den Grenzen v=0O bs v—=?7r, 
in Formel (9.), %=0; dieselbe wird daher 
10. 2Z0,(a,ß,Yy) ecos(kv +9) 


= (2sin + Aa EC, y—,y—ß, Y cos (tv + (y—a—P) ("7 =) +0) 
in den Grenzen v=0 bis v=?r. 

Überdies ist wohl zu beachten, dals in dieser Formel der Werth von 
y—0—ß in denGrenzen —1 und +1 enthalten sein muls, damit beide 
darin vorkommende Reihen convergent seien. 

Ganz auf dieselbe Weise, wie aus der Formel (5.) die Formel (10.) 
abgeleitet worden ist, findet man, indem in Formel (8.) r=1 gesetzt wird: 


1l. 20(ß, Y cos (kv+B) 
k PR. 2 I bed 
= (2sin 2) 3C0,(u, y—ß, 7 v) cos ( 5 4) 


7 

ze 

Die allgemeinen Gleiehungen des $. 11., welche unter dreien Functio- 

nen F' Statt haben, gewähren ebenfalls jede eine Verwandlung der Reihe 
ZC,(a,ß, yr*cos(kv-+#), in zwei andere Reihen derselben Gattung. So 
z.B. wenn man die Formel (23.) $. 11. auf dieselbe Weise behandelt, wie 
es mit den beiden Formeln (17.) und (18.) geschehen ist, findet man: 
12. 3 C,(a, ß, Y)r*cos(kv +9) = 4,3 C;(a, P, at —Y+1)0' cos(kw— 9) 

+ B,0= #30 y—a,y— A, y—a—ß+Necos(d—a— PB +y)w—I), 
wo e und w dieselben Bedeutungen haben, wie in den übrigen Formeln 
dieses Abschnittes, und 4, und B, dieselben Constanten sind, wie in der 
Gleichung (23.) $. 11. 








2sın ee 





in den Grenzen v = = bis v= 


$. 34. 

Auf dieselbe Weise können auch alle Formeln des dritten und 
vierten Abschnittes so verwandelt werden, dafs sie entsprechende Umlor- 
mungen der nach Sinus oder Cosinus der Vielfachen eines Bogens und 
nach Potenzen zugleich geordneten Reihe 

zZ C;(o, ß, yır rcos(kv +9) 
gewähren. Unter diesen sind aber einige besonders merkwürdig, durch 
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welche eine Reihe dieser Art in eine andere nur nach Potenzen geordnete, 
oder in eine Reihe F' mit realem letzten Elemente verwandelt wird. Diese 
wollen wir daher jetzt besonders betrachten. 

Zwei sehr einfache Formeln dieser Art können aus den Gleichun- 
sen (75.) und (76.) $.20. hergeleitet werden. Setzt man nämlich = 
—tangv’, so erhält man unmittelbar: 


1. 36,0, EEE Jomtr=er(5, 2,4, -ungn) 


Br 2 




















14. 3C;, (c, ß, tet?) (,- pen ee tangvf (3, Er, n „—tang ”), 
va) ava (0) 
wo c= und d= = ' 
on 72) n(5-1)1(-1) 


Wir wollen auf die beiden Reihen links vom Gleichheitszeichen eine in 
Formel (8.) des vorigen Paragraphs enthaltene Umformung anwenden, 





li IE nz 
Setzt man nämlich in dieser Formel r= 5, wodurch e =; ,‚ tangw 


2cosv 
—= tangv wird, so erhült man 


15. 206% B,Y (5) eos(iv-+9) 
= (2 cos v)* z C, (d, y—ß, Y (—N)' cos ((& + 2 k) v + 5) 


L) PERER: st ® st 
in den Grenzen v=— -;- bis v=+7; 





und wenn 9=0, y=——- sb x 2. gesetzt wird: 
/ R 
16. ZC, A ß, >. ( - ) coskv 


2 cosv 
= (2008 v)2 c.(e, nmaihe = : ii a 18 cos(a + ?k)v; 


2 
l . 
wenn aber I=- und ya gesetzt wird: 


17. >30(0,9, 2) (2) sinkv 


2cosv 














= (lcosv) IC, (c, Ir, 2212) (—1)"sin(&-+ 2%) v. 
Diese Werthe, in (13.) und (14.) substituiert, geben: 
18. Be 








e. - Li BA 2 
ce(2cos v)*F = 9,79 —tangv'), 
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10. 30m ER, FERN inla + 23)7 


2 





= d. tangv(2cosv)-« F(* F- ES, — tang?*). 


Diese beiden Formeln erhalten eine noch einfachere Gestalt, wenn die 


beiden Reihen F nach Formel (18.) $.9. umgeformt werden, und ß in 
1—f verwandelt wird. Alsdann hat man 


«4 a — 2 \ 
20. 300,72, 32) 1% o0s(a + 24V 


‘) 


‚[«  ...420 
= f.F (2:6, in), 


2, 30(m 42,2ZFF2) 1 inc + 2b 


) 


























1 1 
= g. sin v F(*T nA ‚E ‚> ,sinv‘) 
in den Grenzen v=—- bis v=+5>;, 

— B u 

Val F n e) avaıı(“ z u « 
vo /= z — und g= > . 
j 9e gl! BE Ya m 2.2 
" a 2 ya 2) F u 1) u(- 2 5) 

So wie in diesen Formeln die beiden Reihen r(Z, di; : ‚sinv‘) und 





dei BA A de 
I\ —— ,—, 5, sinv“), welche nach Potenzen von sinv” geordnet sind, 
in andere nach Cosinus und Sinus der Vielfachen von v geordnete Reihen 


«+ +1 
2 








verwandelt sind: so lälst sich auch die Reihe F(o, ß, i sin v’) ver- 
wandeln, und zwar auf folgende Weise. Man setze, Kürze halber, 


a EN 


22. m == au 





Val .- 


und multiplicire die Formel (20.) mit . cos" und (2].) mit n.sin . 


so findet man er nach einigen leichten Umformungen der Function ZZ, 


Pr 


m. cost. S=e wd m.sn:g —=d, 


wo c und d dieselben constanten Factoren bezeichnen, wie in (15.) und 
(14.). Durch Addition und Substraction der mit den angegebenen Quan- 
titüten multiplicirten Gleichungen (20.) und (21.) erhält man daher 
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1.2. y\y+D 





23. m.zC(,“t£, ner 1% oos((a+ 220 — 
= cr(£, £ sinv Petr EL ‚I, sin’), 
2. m.2z0 (242,2 F3) nt oos(a+2%v+ Z) 


—: er(2 7 E 5 re ar hm = 3 ‚sin2?). 
Aus Formel (74.) $. 20. ersieht man aber, indem daselbst Yx = sin v 
gesetzt wird, dals der zweite Theil der Gleichung (23.) gleich 


r(a, ß, TO Ed nn ist, und eben so aus Formel (73.) $. 20., dals 








Yard 
der zweite Theil der Gleichung (24.) gleich Fa, ß, Ft! =") 
ist; substituirrt man daher diese Werthe, und verwandelt überdiels v in 
vd so erhält man 





25. F(e, B, ET, cosv‘) 
= m.2C;(, =EE, aid d. cos((2«+44)v— (a—ß) —); 
26. F(o, ß, 128 B sin v*) 


— m.2C,(o, Te ran cos((2«+44)v— (u +ß) =) 


; ! 7 
in den Grenzen ? —=0 bis ve. 


Noch andere Verwandlungen der Reihe # (c, ß, nun. Br. sin 2°) erhält man 


aus der Gleichung (56.) $. 19. Dieselbe geht nümlich, wenn x=sinv” 
gesetzt wird, über in: 


F (c, ß, , sind )= ter (c, ren, a-+ß,2sin2v.e® ara 


‘ 




















wenn daher die realen und imaginären Theile getrennt werden, erhält 
man, nach der in diesem Abschnitte eingeführten Bezeichnung: 


27. F(a, ß, eEr ‚sin v*) 


= 3C;(o, ER, a+ß)(2sin 22) cos((2u+24)v— =)» 
28. 0= SC;(a, +2, a+ß)(2sin2v)'sin((2a+2%) v——) 





in den Grenzen v=0O bis v= 5 s 
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a4) 


Dafs die Reihe (28.), welche aulser v noch zwei ganz beliebige Elemente 
a und ß enthält, in den angegebenen Grenzen allemal =0 wird, ist eine 
merkwürdige Erscheinung; es giebt jedoch viele nach Sinus oder Cosinus 
der Vielfachen eines Bogens geordnete Reihen, welche dieselbe Eigenschaft 
haben. Man kann den Gleichungen (27.) und (28.) auch eine andere 
Form geben, indem man nämlich erstere mit cos?«v letztere mit sin?«v 
multiplicirt und dieselben sodann addirt. Alsdann ist: 


29. cos 2avl(a, ß, nn, sin v’) 


C 


= 30a, * FE, 0+P)Qsin2v)toosk(2 n: 


— 








Wenn man aber (27.) mit sin?2«@v und (28.) mit cos?«v multiplicirt, 
und diese Gleichungen sodann subtrahirt, so ist: 


30.  sin?av F(a, ß,< SIETZ, sin v’ ’) 





= SC, («, "F£,0-+-ß) (2sin? v)* sink(Z — 2). 


$. 39. 

Die allgemeine Reihe, deren Umformungen wir ia diesem Abschnitte 

gezeigt haben, nämlich 
=.C,(a,ß, Y)r' eos(kv+9), 

enthält den grölsten Theil aller nach Sinus oder Cosinus der Vielfachen 
eines Bogens geordneter Reihen, welche man als Reihen- Entwickelungen 
bekannter Functionen aufzustellen pflegt. Diese Reihen -Entwickelungen, 
und zahlreiche Umformungen derselben, sind in den Formeln dieses Ab- 
schnittes enthalten, wie wir es jetzt an einigen Beispielen zeigen wollen, 


Setzt man in (8.) 33. a=1, ß=1, y=2%,9=v, so wird: 
k 
E0,4,1,' Yroosd+v = EUl, 1,2 3) cos(k+1)(v + w), 
oder, wenn die Reihen RN werden: 


ä 2 
31. ME WE a 

















1 2 3 
cos (v ee) _ rcos?2(vt+ w) r te ) 
— —( rt N} 
rsınV 
wo o=y(l—2cos vr-t-r’) und . ee, 


Die Summe der ersten Reihe ist bekanntlich — — a 1—2cosvr-) = — — le : 


also ist 
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u2.ylyHl) J 
29 pp — 7% („+w) _ r?cos2(v+w) 7 r3 cos3(v+-w) 
o.1 dr g°.3 ptetet 
Für den speciellen Fall v—= —, wodurch r =tangw, e= a ee 
2 cosw’ 
33 PP TER sin w sin w N (sin w)? cos? w (sin w)? sin3w 
. 1 5) 3 RE 06 0 
Setzt man ferner in (32.)r=2cosv, wodurch e=1, w=—?v, so wird: 
__ 2% cosv cosv 2cosv)?cos?v , (2cosv)? cos3v 
34. 10) — i ee; m + 3 u 


Wird in der Formel (10.) 8.33. y-=o, P=—n, v=r—?x und 9=nx 
gesetzt, so giebt dieselbe: 

3 C,(a,—n, a) (—1)F cos(a—2k)x = (2cosx)”, 
oder, entwickelt, 


35. TEN 


1.2 
in den Grenzen = —- bis = ER 
welches die bekannte, zuerst von Euler gefundene Entwickelung der Po- 
tenz des Cosinus ist. 
Setzt man ferner in Formel (11.) $.335. P=0, u=n, ver—!x 
und 5=0, so erhält man: 


= (2cosx)”3C,(n,Yy,Yy) (— een ) cos(n—Ä)x, 


und, wenn mit (2cosx)" multiplieirt und die Reihe entwickelt wird, 


36. (2cosx)" = conct+-. u 2 erh BSR Kind. 16} cos(n — 2) x 
. 2cosac 1.2 (2cosx)? Ten 


cos(n—A)x-+.... = (?cosr)" 








. gt . st 
in den Grenzen e=— bis _=+r7: 


Eine Entwickelung der Potenz des Cosinus in eine Reihe von dieser Form 
ist, wie ich glaube, noch nicht versucht worden. Obgleich dieselbe nur in 
den angegebenen Grenzen gültig ist, so hat sie doch den Vortheil, dals 
sie fur alle negativen und positiven Werthe des Exponenten 2 anwendbar 
ist, wäbrend von den bekannten Entwickelungen keine in den Grenzen 
n=—1 bis n=— x convergent ist. 

Eine andere Entwickelung der Potenz des Cosinus geht aus Formel 
(20.) hervor, wenn «=1, = —n, v=x gesetzt wird, nämlich: 


an 
Ya ze “+; npgcos aD str En essxt...), 





37. (cosr)" = 
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auf welche zuerst Poisson aufmerksam gemacht hat. (Man sche meine 
Dissertatio de sinuum et cosinuum potestatibus etc. Halae 1832, pag. 6 
und 13.) 

Wird in (20.) gesetzt P=0, «=—.n, so erhält man die Ent- 
wickelung einer eonstanten Quantität nach Cosinussen der Vielfachen eines 
in den angegebenen Grenzen ganz beliebigen Bogens, nämlich 

U"Yn n(- =) 


A BER in 
38, AM SR 4 n cos/(n IR. 1) cos(n Be; 


af) En Lo rd 9 Due n—4 


— 

















st 


r nn 
in den Grenzen v=—y bis v=+5-, 


wovon folgende bekannte Entwickelung ein specieller Fall ist: 





st cos v cos3Vv cosdv 
4 — 1 — > + Er at .e.: 2 » 
Setzt man in (21) B=—1, a=—.n, so erhält man 
Rya n(="2) 
39. sin v 





@+n1(-—1) 


sinnv sin(n—?2)v n(n—1) sin[n—4#)v 


— R+toR-—1) Tot 1.2 franz rouume *Da au 











in den Grenzen v=—- bis v= >. 
Wird die Gleichung (38.) nach v EC; so erhält man daraus 
“. Om sinnv+— sin(a—2 )v+ ——— io —4)v-t.... 

in den Grenzen lee bs vo = +5 


und diese Reihe ist, wie die neueren Untersuchungen über die Entwicke- 
lung der Potenzen des Cosinus und Sinus streng bewiesen haben, wirklich 
in den angegebenen Grenzen gleich Null. 
Wird in (39.), nachdem durch z dividirt worden ist, n=0 gesetzt, 
so erhält man 
a ee 
und hieraus durch Differenziation : 


y ZU x cos?2v _ cos#v 2 cos6vV 
42. z sv = + 13 - 57 


Diese einfache Reihe hat zuerst Fourier ei (Theorie de la chaleur 
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12. Xy+0 


pag. 242). Eine unendliche Anzahl ähnlicher Reihen - Entwickelungen habe 
ich in meiner erwähnten Dissertation hergeleitet (pag. 25 und 30). 

Die Formeln dieses Abschnittes enthalten auch einige merkwürdige 
neue Reihen - Entwickelungen der elliptischen Integrale. Setzt man in den 
Formeln (25.) und (26.) «=3, P=3, so erhält man daraus, weil 


arzıhe‘) = Fe): 
43. EOS RRENER SEHEN ) "cos 50+ (57 2 cosIv-+ (5 2) cos13r+....), 
44. F'(sinv) = r(sinv+ (5) sin 3U-+ (5) sin 9v-+- 5 7) sini3v-+....) 


in den Grenzen v—=0 bis =... 


Diese ihrer Form wegen nicht uninteressanten Entwickelungen lassen sich 
auch aus der Theorie der elliptischen Functionen selbst herleiten; wobei 
es nur darauf ankommt die Richtigkeit folgender Gleichung zu beweisen: 


4 \ 1 p. | C 
5 veR@+z-F() = PH). 
Wird in der $.29. gefundenen Formel (26.) 


rn 1 
u a V(1-+e®) 74,341, ’(i-+e ray) 


- gesetzt, so erhält man daraus 

ı—) u 

46. FE (tang 2) — 

Setzt man daher in Formel (26.) &=% und i* = 3, so geht daraus hervor: 
! 1 ev VnaIK—2) Ad sin er 1.5.1.3 sin 17v 

47. F (tang*) = In 00% 5 (sin? ir > t35 7m +. 2 

in den Grenzen v=0 bis Fur 

Man kann den Factor dieser Formel auch durch ein elliptisches Integral 


ausdrucken. Es ist nämlich 


V? II(—2 « [ N 
8 Go =2nrFuyd: 


daher lälst sich, wenn 2» statt v gesetzt wird, diese Formel auch so 
darstellen: 


49, F'tango) =2 7 2E* (y 4) cose (sino+23 sin 92 v+ 5755 sin170-+.. .) 





_ 






en 








E 


c=tang-— 


[7 


Li 


V . - . N 
085 F(1,3,1,sinv?). 


I 








in den Grenzen ”=0 bs v = z 


Setzt man in Formel (26.) a=j. ß=}, so leitet man daraus ganz auf 
22° 
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1.2,y(y+1) 


dieselbe Weise eine ähnliche RR von F"(tangv) ab: 


ay 2? 3.7.13. 
50. F'(tangv) = — —— vv? 7, cos» (sin3v +35 5 n 11v +27 sin19v+....) 
in den Grenzen v—=0 bs v—= X, 


4 
Noch einige andere Reihen- Entwickelungen der ganzen elliptischen Inte- 
grale kann man aus den Formeln (27.), (29.) und (30.) ableiten. 
$. 36. 

Wir haben in dem Paragraph 34. mehrere Reihen F in andere 
Reihen verwandelt, welche nach Sinussen und Cosinussen der Vielfachen 
eines Bogens geordnet sind; eine Umformung dieser Art aber haben wir 
noch unberücksichtigt gelassen, und zwar deshalb, weil die umgeformte 
Reihe nicht von der Form 3C,(a,ß, y)r’cos(kv-+9) ist. Denkt man 
sich nämlich in der Reihe 7(«, ß, y, cosv’) die Potenzen von cos® in Co- 
sinus der Vielfachen von ® verwandelt, so ist klar, dafs dieselbe in eine 
Reihe von folgender Korm übergehen wird: 

5l. Faß, %y,cosv?) = A„+24,00os?v +?4,c0os4v +2A,c0s6v +.... 
Die Coefficienten 4,, #,, #Ä,, etc. lassen sich nach einer bekannten Me- 
thode durch bestimmte Integrale ausdrücken, so dals im Allgemeinen 


7 
» 


O9 
2. A, = ur "Ft (a, 2, y, cosv’)cos?kvdv. 
Es lassen sich ferner diese Coefficienten , welche im Allgemeinen höhere 
Transcendenten sind als die in der Reihe Fa, 2, x) enthaltenen, alle 
auf zwei derselben reduciren. Wendet man nämlich auf die Entwicke« 


lung (51.) die Dillerenzialgleichung 
53. O0 = 4uaßsin%v.y+2(2Y —a—ß—1—(a+ß) 0082) — sia?u® Y 


dv? 
an, welcher y=!'(a,ß, y, cosv”) genügt, so findet man, dafs unter je dreien 


auf einander folgenden Coefflicienten dieser Kutwickelung folgende Glei- 





chung bestehen muls: 

54. (kta—1)(k+P-1) 41 — 2 (ya dl) A— ker) PHN) Ay =0. 
Man sieht schon hieraus, dafs im Allgemeinen die Entwickelung (51.) 

nicht so einfach sein wird, als die $. 34. gefundenen; denn bei diesen 

waren die Coeffieienten so beschaflen, dais jeder folgende aus dem vor- 

hergehenden durch Hinzufügung einiger Factoren gebildet wurde. Es 


werden jedoch die Coefficienten der Entwickelung (51.) dieselbe Eigen- 
schaft in dem speciellen Falle haben, wo 2y—a—ß—1=0 oder 
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ER, y'y+l) 





Her, in welchem Falle die Gleichung (54.) übergeht in 


5.02 k+a—NDE+R-DAs = ka +) E—B+1) Arrır 


Aus dieser Gleichung zieht man 


y= 














a.ß _ («+1)(?+1) 
4 a2) —- 3“ m (e—3)(?—3)" 1? 
_ (@+218+2 _ (“+3)(ß+3) 
A; —. (« —4)(# —4) 4, 4; r, (e—5)(#—5) ui 
etc. etc. 


so dals die Entwickelung (51.) in folgende übergeht: 
56. F(o, ß, Aue ed. 


9 , cos v*) 











2 aß 22 («+2)9(%+2) 
4, (14: DZ 7,8 a A182) 7 058...) 


’ («+1)(P-+1) (e+1)(e+3) (BrHAEHI) 
+24, (cos2° +2 —3)B- zy860+ Say 5 3) 8 „eoslüvH.. a 


Auch in dieser ar lassen sich die constanten ee A, und A, 














wie gezeigt werden soll, durch die Function Z7 ausdrücken. Hierzu ist 
jedoch nöthig, erst noch eine Umformung dieser Formel vorzunehmen, 


T .. 
Setzt man in derselben 5 —d, 50 erhält man: 


F(sinv’) = A,(1 +63 En —eos4o +...) 


RER, en Nat R 
24 (von20 4 EDEN t..), 


wo Kürze halber F(sino’) statt F(c, ß, Schein, sinv*) gesetzt ist. Addirt 


. . 4 . . ” U 
und subtrahirt man diese Gleichung und die vorige und setzt alsdann — 








statt v, so erhält man: 


‚2 


| ’ v? m > V 20 3 ‘ 
I (cos) + F (sin 5) = 24,(1+ ren (8 5 ‚cos 20 +...) 








7. 
‚n ‚v? ER WEN ‚1 (e+1)(?+1) 
f (cos) —l (sin) = 4A, (eoscH+ © 3) nn nr 
Setzt man aber in den Formeln (75.) und (76.) $.20. z== cos v’, so wird 


' RER ın Bu’: 

F(eos2) +F (sin) = 2%cl (2, Re 5 ee 

x ] IE 3 1 341 3 z 
Pl} ) (int?) = 2uomo (ct, EH, 3, oe‘), 


Ya n(® dc n avant) 


ag u(& 1) 1 (£ 1) 














wo c= n und 


2(7-)a(7) 
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Desbalb gehen nun die Formeln (57.) in folgende über: 


98. F (2, 2 5 , cos #°) = <e (I+- "er en c08tr+....), 


( 
59. cosv I (ei R er, 3 ; cos 2?) = 24, (aa +- NEE eysgr.) 


Aus diesen ergiebt sich: 


TE 


En + G: ß 














——— —— 
—— 


1 
= = , cos v’)d v, 


292 
EU m cosv’F (3, er ‚zcosr')dr. 


Entwickelt man die Functionen F unter den hr und in- 








tegrirt die Potenzen des Cosinus in den Grenzen O und - 7, 50 erhält man 


























«.ß i (2 +1) a Me 
En 2'272 , 2 2 \2 Be, - 
FEUER: 1 z1 a 1.2. > 1.2 ur 
._.. IL IFATFIH | 
2 ir. aa u une 
Ra . Kt 


und weil in den einzelnen Gliedern dieser Reihen die gleichen Factoren 
des Zählers und Nenners 3, 2, $, »... sich hinweghoben, so findet man 


Aa FiR. £ 1, 1) und A FleH, 2 1), 


c (2939 en 
und folglich durch die Function 27 ausgedrückt: 


60. m un & Ex ) und 4: — u. 2) 


c @\. P pe I — 1— P\° 
n(-3)2(-5) a\7)2(5°) 
Substituirt man diese Werthe in den Formeln (58.) und (59.), so hat man 
61. r($, 5,2, cosr‘) = 




















[— a — 
“ a (I+o = zes Ww+ 7 NE) css +..), 














21 —4 (24) 
62. cos». F er ‚ -. : 


2. 73 cos?*) = 

















2 ) (eose+ ar eos ge 0850-+...). 


—3)(@—5)(2—3)(#—5) 
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Substitwirt man in den Gleichungen bei (60.) die Werthe des c und d 
«at+5—1 —a—f 
van(® 3 EA 3 ) 
EeN\- P\’ 
(3) 21-3) 





so erhält man aus denselben 





Bee 
ET aim mmmudig 


n=—1 











63. 





Ten Teen TorTen 


Dies sind also die Werthe der constanten Factoren in der Formel (56.) 
g | 


Es mögen nun auch von den Formeln dieses Paragraphs einige 
Setzt man in den Formeln (61.) und (62.) 


specielle Fülle erwähnt werden. 
v statt v, und bemerkt, dals 


st 


BR [Run 
wen, ß=—-n, - 
Zu Zur 

F n n 1 < Ru) 
—, 5, 5$inv’) = cosnv, 








PU 
ie 1—n 93 a sinnv 
sin vl ° 5 b) DJ $) sın v u > 


-- 5 (m.s. Gaufs Abh, pag. 5, XVI 


in den Grenzen ® = — = bis v = 























und pag. 6, XX.), so erhält man 
aa In n x 1 2 cos?v a sin#v ) 
di» ıv = a SI Br u a A ; r a 
2 \n? n—2)(n+2) (n—+)(n-+-4) ‚ 
FE ER 08 ( sinv sins3v + sındv ) 
u 2 \(n—1) at) (n—3) (n--J3) (n—5) (n-5) > 
. ‘ 7 
in den Grenzen ® =—-; bs v—= + 5“ 
: und ß==+ gesetzt, so erhält man ei 
I == 4 gesetzt, s ült man eine neue 


Wird in (56.) «= 
Entwickelung des elliptischen Integrales: 
\ 2(57 >) c0s87+....) 


= 4( 1+2 (>) cos4v + 
- ') 60s10v+....), 


t 


66. F'(cos®) = 5) 
+5 4,(00s%+ (2) cosbv + 5: y 








in welcher, nach Gleichung (63.), 
ee ERE... .23 _ e 
A, RR (U—+)#’ A, zug (I—: )* (4}) \2 9 
V\2n)II(z), 





D 





oder, durch elliptische Integrale ausgedrückt, weil F'(y) = 
1 


4 
A, = =D), A, = (FY(V 3))?° 


Aus der Entwickelung (66.) erhält man folgende bestimmten Integrale: 
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1.2. y(yt+l) 
ni r u = E. a 5 3) 
w F'(cosr).cos4kv dv u (37 hair; en 5) (Fly). 
# .... m } 2 
f F' (oosv).oos (36 4 )o.do == G 2 EN) KPrVH 
Ü . .... 3 


welche für #=0 auch so dargestellt werden können: 
wu ii, __dady 2 
J o v1 —a”)V A—y?)V (1—x°y*) _ (F v2); 


7 : ar (2x —1)dxd; rn n? 
JoJo VA—a2)V I—y)V(l-a’y) — KrUvVH)%' 














Die Reihen - Entwickelungen, welche in diesem letzten Paragraphen 
enthalten sind, streifen eigentlich schon in ein fremdes Gebiet hinüber, in- 
dem sie nieht mehr der Reihe F'(@,ß,y,x), sondern der allgemeineren 
hypergeometrischen Reihe 

a@.ß.4 & + ( 2A -1 

i+ ® 1.9, „e+ > .2 at. nr 
angehören. Obgleich diese Bad viele Eigenschaften mit der specielleren 
F(a,ß,y, x) gemein hat, so fehlt ihr doch gerade diejenige, auf welcher 
die Formeln des zweiten und dritten Abschnittes beruhen, nämlich, dals sie 
sich in andere Reihen derselben Art verwandeln läfst. Nur für den Fall x =1 
habe ich zahlreiche ae a dieser Reihe entdecken künnen, z. B.: 
ala 4-1) Al 1) 2-1 
+ 7 1 +15; ELTES: te 
(yv—a)(y— P)} Gerne —ly— 1A 1 

= elite ti KORAN.) 
Ur) Hokr— iu ul) 
I(v—4—1) Ir +7 —a— P—1)* 
Auch läfst sich die Summe dieser Reihe für = 1 im Allgemeinen nicht 
durch die Function // ausdrücken, sondern nur in specielleren Fällen, von 
welchen einer folgender ist: 

1 en a au ee EN 

ae +ß—7+2 ro Dat 7+9a+P-r+3) 

Be EN Fe ee) 

—7+P—7rD)\ He—-YHARß—N 
Übrigens muls die Methode, welche für die allgemeine Untersuchung die- 
ser Reihe angewendet werden soll, von der in dieser Abhandlung ent- 
haltenen wesentlich verschieden sein, weil die Natur dieser allgemeineren 
Reihe durch eine lineäre Differenzialgleichung der dritten Orodnung aus- 
gedrückt wird, während die Reihe F(u, 8, y, x) das Integral einer lineä- 

ren Diflerenzialgleichung der zweiten Ordnung ist. 




















wo Ga 
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9, 


Nachträgliche Entwickelungen zur Theorie der Po- 


tenzial-F'unetionen im Betreff der vermittelnden 
Kai) 


Function %x und — 


= /I!x. 





(Von dem Herrn Prof. Dr. Gudermann, zu Münster.) 





. 


1. 


Die durch das Symbol £x in des Verfassers Theorie der Potenzial-Func- 
tionen bezeichnete vermittelnde Function dient zur Zurückführung der 
hyperbolischen Functionen auf die cyklischen, wenn dabei die imaginären 
Formen vermieden werden sollen. Fast noch wichtiger ist der Gebrauch 
eben dieser vermittelnden Function in Ansehung der elliptischen Functio- 
nen, was bei einer späteren Gelegenheit aus einander gesetzt werden 
wird; daher zieht sie auf's Neue die Aufmerksamkeit auf sich, und es be» 
lohnt die Mühe, dieselbe wiederholt in Betracht zu ziehen. Ihrer ur- 
sprünglichen Bestimmung gemäls sollte die Function x nur zwischen 


st . . 
den Grenzen <=0 und <=, wenn durch 7 die Ludolphische Zahl 
bezeichnet wird, dienen; aber auch über diese Grenzen hinaus leistet sie, 


wie spätere Untersuchungen gezeigt haben, wichtige Dienste, und diese 
Abhandlung bezweckt daher zum Theil die Angabe oder Ermittelung der 


Werthe von &x, wenn x> 7 genommen wird. Eine besondere Sorgfalt 


ist bei dieser Ermittelung erforderlich, weil die Anwendung einiger von 


den früher entwickelten Formeln, welche allerdings zwischen den Gren- 


zen 0 und «= ihre volle Gültigkeit haben, zu Irrthümern führt, 


sobald man diese Grenzen der Anwendung überschreitet. 
Nicht minder erheblich ist die Darstellung der Grölsen &(x+y) 


und /(z+y) in der Form yon Binomen, und auch dieses Problem wird 
aufgelöst werden. 


Gehen wir aus von dem Ausdrucke 


1, = 1og YET) oder = ver), 


1 — sinx 1—sinx 
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oder von den beiden nachstehenden Reihen: 
2. Se= sine+5sine” +4sinx +4sinx’ +2sinx’ + etc, 
s. x = Isine—3sinode+zsin5e—+sin7c+ !sinIdc—+ etc. ], 
und setzen wir 
. "Wa e(>—.), also Fl x) = e(7 +2), 
so verwandeln sich jene Ausdrücke in: 


„ ni [ )SL Qi 
5, vo. 108 /( + 2), eek u ee: 





| —cosx 1—cosx 
> Bi u 3 T I 1 7 1 ‚9 
1. VKem=  cose-+Lcosxe” +3cosx=” +7 cosx scosz' --ete., 
I. Nix = 2lcosce+zcos3se+3c0os5r + cos7c+3c0osdxr-+ ete.]. 


Setzt man in diesen Formeln —x statt x, so bleiben sie ungeändert, und 
man könnte also aus allen diesen Formeln schliefsen, dafs 


(4x) ae 2 (— x) oder e(> — x) — Ft = +) 


— 





sei; aber dieses Resultat ist dennoch falsch, Nimmt man auf beiden 


SE: st 
Seiten die hyperbolischen Tangenten, so hat man Tangf (3 x) = 
gT 


zung % ( 9 
zT . zT 
Tango (7 — x) = = sin (Z _ x) und auch Zang* e# _ x) = — sin (Z 4 x) 


. . ST . GT . - 
ist, so folgt auch noch, dafs sin = -- x) =sin (> — x) sei, was ganz rich- 


— nn <- 





-- x), und da dem Wesen der vermittelnden Function gemäls 


tig ist. Aber die obige Gleichung ist auch nur in Ansehung der hyper- 
bolischen Tangenten oder cyklischen Sinus richtig; nimmt man nämlich 
auf beiden Seiten die hyperbolischen Sinus und Cosinus, so erhält man 


sc | nf? 2 
Sın (I -1- x) = Sine(>— x) und Cose(z +2) m Cost (2-2): 


und da diese mit den Gleichungen 





; 5 1 1 
tang u + x) = tang (7 _ x) und — — 


st (= % 
— he Ze cosI——x 
cos 5 4 5 


welche unrichtig sind, im Wesen übereinstimmen, so erhellet, dafs die 


Gleichung X (> +2)= (3-2) in Ansehung der Zurückführung der 


> 








hyperbolischen Sinus und Cosinus auf eyklische Functionen falsch ist, ob- 
oleich dieselbe Gleichung bei der Zurückführung der hyperbolischen Tan- 
genten keinen Fehler bemerken liels. 
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Zusatz. Die Reihe (3.) kann auf folgende einfache Art 


gefunden werden. Es ist auch 2x = log tang (++ 


7 1 s 1 
log tang (7 +12) oder e = — tang (7 + x), und eben so e‘ — 


) oder r = 


tang (# — 5 1x) ‚ also 


7 1 sc 1 
7 1 7 !x =arc(tang=e*) und 7 102 ce = arctan= 


a z 
» 


Daher erhält man durch. 3ubtraction 


x \% 


ix = are(tang = e*) —arc(tang=e””), 








eben so | 
itx :— aroltang = e“) —arc(tang = e*), 
Die Entwickelung dieser Ausdrücke giebt die Reihen 
u. X X — |! f x} JE —; FE | N 
Ian = (e"—e \ € e 5 z\e eu 
eri__ ex (ei e3xi (eixi_ 65x 
8x ke . re 3 a nt Fir Le 1 . “ J 


enxi_ ex 
—— m Jsınnz ist, 50 


und da überhaupt e”"—e"""—=2&innx und 
i 





hat man: 


3 le = Sine—3 Ein53c +3 Sin)9r—! Ein7x + — etc. und 
3. x = sie —isndr +3sin5e —!sin7xz 4 — etc, 
9 
Dr} 
r Q + sin @\ « ‚, 
Wenn man in dem Ausdrucke 2=log/ a“) die Tangente: 
—sınz u 


einführt und beachtet, dafs 


v(ltsine) = cs; +sinz = re 2) 


u 


v( In%) 608 5 — sin, cos — 5 I— tang 85 


ist, so erhält man: 


1-Htang — 


Au 





8. !x = log = log tangs (7 +8). 


x - 
1 ang n- 


Hiernach ist X’ = logtangi(r— r), also 


t—a)= —- log tang I (7 +2)= — log (—1) +log tangz( K—- x) 
oder 


gr x) = loeg(—1)+8r, d.h. 
log. N) +8 — x). 
23° 


9. e(Z +2) 
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Dieser Ausdruck gestattet noch eine kleine Reduction, da log —1)= +ri 
ist, und man erhält hierdurch 


10. (5 +2) zu tmi+t(ir), 

wenn, wie auch schon früher geschah, nach dem allgemeinen Gebrauche 
v—1 durch 2 repräsentirt wird. Das so eben gefundene Resultat be- 
währt sich als richtig bei der Zurückführung aller hyperbolischer Func- 
tionen auf die cyklischen; denn da allgemein 

Sos(a + Ir + Ya) = — Lose, 

Sin(e+ Ir +Hl)a) = — Eine, 

Zang(e + Rr+l)ar) = + Tange 
ist, so erhält man aus der vorigen Gleichung die drei folgenden: 


Sos! (Z +2) =— Cost(I—x) oder : = 


1 
cos ( +2) w. cos (> - 2) ; 
Sin? (= +2) = — Ein? (7 —r) oder tang (z +2) = —tang( x), 
Zangt (> +) —= + ang (= —r) oder sin (> +2) —=-+ sin (2-2), 


welche vollkommen richtig sind. Dividirt man die Gleichung (10.) zuerst 
durch 2, und nimmt man dann auf beiden Seiten die hyperbolischen 








Tangenten, so hat man, weil Zange + z)= Cotanga ist, die Gleichung 


Zangzt (I +2) le hi, und da ZangiX (= +) —= tang3 (= +2), 
ur 





A 


ferner Zangzt (3-2) — tang; (5 —:) ist, so verwandelt diese sich in 

1 
tang:(7 —x) 
falls richtig ist. Daher ist die Richtigkeit der Formel (10.) keinem Zwei- 
fel mehr unterworfen. 





die Gleichung tangt (7 +2) = ‚ welche bekanntlich eben- 


Da e() — log& ist, so hat die Function 2x die merkwürdige 
Beschaffenheit, dafs sie bei ihrem Durchgange durch’s Unendliche imagi- 
när wird, statt dafs sie, wie z. B. die eyklische Tangente, reell bleibt, 
aber entgegengesetzt wird, und es muls also das Zeichen log; des Un- 
endlichen von dem gewöhnlichen Zeichen 5 des Unendlichen unterschie- 
den werden. 





ni, 
Fa RT NE EEE 














- 
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3 

Ehe wir in der Ermittelung der Werthe von £x für noch grölsere 
Werthe von x fortschreiten, ist es zweckmälsig, zu zeigen, dals die Func- 
tion 2x für jeden Werth von x unzählige Werthe hat, die nicht selten 
alle imaginär sind. Ist x =u einer dieser Werthe, so ist überhaupt 

:x = u+tIrai 

der allgemeine Ausdruck der Werthe von %x; denn nimmt man auf bei- 
den Seiten die byperbolischen Cosinus, Sinus und Tangenten, 80 ist 





Cotxr = (os(lurt?Trai) = (Cosu = —_, 
Eintr = 


Sin(u+?Irei) = Einu = tangr, 
Tangtx = Tang(u+?rei) = Tangu = sinz, 

wenn unter r eine ganze Zahl von unbestimmter Gröfse verstanden wird. 
Man darf also zur Zahl tx ein beliebiges Vielfaches von ?7i addiren, 
oder auch ein solches Vielfaches davon subtrahiren, ohne dals die hyper- 
bolischen Functionen der Zahl 2x, oder die cyklischen Funetionen von x 
geündert würden. 


In Bezugnahme auf diese Eigenschaft der Function 2x dürfen wir 
die Gleichung (10.) auf die Form 


11. (2 +2) — ri+2(2 — 2) = nittlxr—= !l(—r) 
beschränken; denn, wenn man auf der rechten Seite, dem Vorigen gemäls, 


2#: subtrahirt, so erhält man schon hierdurch 
st 


(+2) = —ri+t(2—2). 
Überhaupt dürfen wir uns auf die Ermittelung der einfachsten Formen 
der Wertbe von £x beschränken, weil man aus ihnen sogleich die allge- 
meineren Werthe dadurch herleitet, dafs man zu ihnen noch +?rr: 
hinzufügt. 
Setzt man in der Gleichung (11.) noch > —xr für x, 30 verwan- 


delt sie sich in 


12. r—x) = aitt!z, 
und diese giebt, wenn x = 0 gesetzt wird, den Werth 
13. !ı=mi. 
Wird aber in der vorigen Gleichung — x statt x gesetzt, so erhält man 
14. Kater) = vi—tx. 
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ur. er . gt .. .. 
Wird in dieser Gleichung — — x für x gesetzt, so erhält man 


2 


r [IR : sT . 

15. (2x) = ri—t(I— x) = nsi—lVx 

Wird wieder —x statt x gesetzt und der Werth !(—x) = si+F'x 
substituirt, so erhält man 


16. 2(Ö4r)=—Yre2lsi!n). 


— 


Wird ad — x für x substituirt, so erhält man 
17. ıQIr—ıa) = Irikiı. 
Setzt man —x statt x, so hat man noch 
18. !Qrt+a) = InrıitRe. 
Kine einfache Folgerung hieraus ist, dafs überhaupt 
13. !QArst+x) = Iraitte 
In Anwendung dieser Formeln verwandeln sich die früheren For- 
meln in: 








(Ar+1 +2) = (Ir-I)sı +-Vxr 

Ar +9Z—r) = (ert+lai+ Re, 

e(( +2) = (r+1)si— x, 

19. VAN Tr) = (Ar+l)si— Pr, 


x (dr+ y& x) QAr+Yri— x, 
x ((4r +4) >—:) 
(4r+DI +2) = (Ar+Yri+ Rz 
Als besondere Werthe stellen sich heraus: 
X(Qr+Y)ra = (?r+1)e: 
L((2r--Q)r) Ar+2)a 


Überhaupt lassen sich die vorigen Formeln (19.) zusammenfassen in der 


allgemeineren Formel 
Knastx) = nrit( —1)".8 x, 


Irt-Nai— tx, 


und 


oder überhaupt 


oder 
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21, &(ns+x) = nsi+(—1) 8, 
also 


(2Rr +) —r) = ni +1. 
Mau kann aber auch in den Ausdrücken auf der rechten Seite für r uni 
n an die Stelle setzen O0, wenn sie gerade Zahlen sind, und 1, wenn sie 
ungerade Zahlen sind. Setzt man in der letzten Formel —x statt x, so 
verwandelt sie sich in: 
(22a +48) = ai Ni NL, 
oder 


22. (2a DI +2) = air N. dr. 











4. 
Ic 
er 1+unsy . . x er — 1 
Da e” = ist, so erhält man umgekehrt tang—- = 7; 
r Oo 2 e* x -1- 1 
1—tang 03 
cc Y 
tang — tang — 
: 2 er—1 cs#+y__ °2 — u u 
ganz eben so ist tangz- =, und da tang —- = „ ıst, 


x 
1—tang — tang 


An 


‘ 


N 


t 


.. . v. .. x . . 
so erhält man, wenn die Ausdrücke für tang—— und tang- substituirt 


9. 
Aa 


werden, nach einer leichten Reduetion den Ausdruck 


ni 








a Y er 2.1 Ze 1 
Sn 
cH+Y 
1--taug — > 


Da aber auh Mm — 





= ist, so giebt die Substitution des frü- 
1 —tang - 
heren Ausdrucks die Formel 
93, RN — ze ı wie re A 
Frei 
nach welcher man aus den Grölsen 2x und %y die Grölse K(x-+y) zu 
berechnen hat. . 





U . . st ST “ 
Da ext) — z ıst, wenn c-+y rl Cu oder y- 2 —L gesetzt wird, 


so muls in diesem Falle der Nenner des Ausdrucks = 0 sein. Daher 
hat man die Gleichung 


ee Let L1=0, 


oder 
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24. e* x = +1 ® 


ex —1 


Die Formel (23.) kann auch also dargestellt werden: et? — 
(&—1)+(le+1)er FE . .. ’ 
(el 1) -(e® Ne’ und wird nun Zähler und Nenner durch e*—1 di- 


vidirt, so verwandelt sie sich in 


L’x £y 
25. extN — >. ah 2 
er’ _ ety 








eben so ist 


Pe, 0—8y 2 
0 en inet re 
ee x — o-ty — ee’x 3 ea 1 “ 


Es bedarf wohl kaum der Erinnerung, dafs die früheren Resultate in 
No. 3, auch aus diesen allgemeinen Formeln hergeleitet werden können. 








>. 


Aus der Formel (23.) kann eine Darstellung der Größen &(x=-+-y) 
und £(z2—y) in den Formen 
Uc+ty) = a+b, 
Ka—y) = a—b 
bergeleitet werden, welche für den Gebrauch der vermittelnden Function 
von vorzüglicher Wichtigkeit ist. Wir gelangen aber in Anwendung der 














+ 
1-Htang 
Formei et? = „r, eben so rasch zum Ziele, und stellen diese 
1 —tang- 2 


Formel zunächst also dar: 











ty x4+y 
6055 +5io—5 
et) — < 
ty zt+yr' 
cos ——— — sin — 








Die Kiuntwickelung des Zählers und Nenners giebt 


Ic ı x . L Re u: 
(cos — + sin 5) cos Z + (cos — — sin 5) sin — 
Rxtv) 2 ei - 
EN — U — 


— 





(cos — sin 3) cos =F (cos > 4 übe 2 4 Fa 
Hieraus erhält man durch Multiplication : 


2 2 , 2 
x o x / Be, a Pen - s a 
(cos p2 + sin 2) cas I— — (cos 2 — sin >) sin —- 








‘ 15) ‘ 
eX +1 Y eiix—y) — 2 2 - 2 L 
„E_ mn? ’ gr 2 ern. Ye | 
cos„ —sinZ) c08:- — cos +sinz sin 5 | 


Dieser Ausdruck verwandelt sich durch einige Reductionen in den folgenden: 
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tt NE) — OSY FEINE 
cos y—sin& 


ur? LÜe—yr) _ log Ver sin = 


— . E73 
cos y— Sina 





’ 
und es ist also 








Wird in diesem Ausdrucke x mit y vertauscht, und nicht übersehen, dafs 
g(y—a)=—L(x—y) ist, so erhält man auch noch 


L (ac +y) — La —y) en log ver) 


Y COS x — sin y 














Wird nun @=log (CF) una 3=logy (FE?) gesetzt, so 


c08Sy — Sın a cosxc — sıny 
erhält man aus den vorigen Gleichungen durch Addition und Subtraction : 
27. Lce+y)=a+b und Ka—y)=a—i. 


cooy+sinz . el ee? sin © 








et — - — m — lm — 0( 
Da aber a ee ist, so ist en au der 
sin x sin y 
28. Zanae= —— und eben so Tan = —-. 
u, coSsYy cosxc 


Setzt man in den vorigen Formeln !a=« und !ß=b, so verwandelu 
sie sich in 








ı/ u WETTE, 

K(cH+y) = La-+8ß a 4, 
29, ur 

ı(—y) = ka—t!tß sind = —_ 

“s Y er cos? 


Zusatz. Wird in dieser Formel y = x gesetzt, so wird auch 
%=«, und man erhält L?2x)=2.%a, wenn sing =tangx ist, eine be- 
kannte specielle Formel, 

6. 

Ehe wir uns auf die nähere Betrachtung der vorigen Resultate ein- 
lassen, welche sich durch einen hohen Grad der Einfachheit auszeichnen, ge- 
ben wir noch eine zweite Art der Herleitung an, wobei wir von den Formen 


(+ yJ)=a+b und La—y)=a—b 


selbst ausgehen. Da Cost (z-+y) = = = — oe 5 
ist, so ist a 





== (os(a+b) 


Sosa Eos) Sina Ein) = c08 © cosy sin x siny 
+ Sin Ein cos(c+y).cos(@—y)? 





und eben so 


Gosa Sosds — Eine Sind = COS X cos y — sinx siny 
cos (2 -+y).cos (2 —y) " 
Hieraus erhält man durch Addition und Subtraetion die Gleichungen 


30. Sos Q. Cos b= nen un A und Gin a. Gin b= sin x siny 











cos{@+y} cos(x—y) a. cos(ac+Y) cos(X—y) 2 
Crelie’s Journal d. M. Bd. XV. Hit. 2. 24 








® 
| 
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Da ferner Eint(c+y) = tang(r+y) = EEE = Ein(e +2) 
ist, so ist 


) |  , __ sin cosa--siny cosy 
Gina Cosb + Cosa Sind ee wer 





und eben so 
1 . sinx cos X —siny c08Y 
Sina Cosb — Cosa Sind = nd an, A 
cos(c-+y) cos (= —y) 
Hieraus aber entstehen durch Addition und Subtraction die Gleichungen 
3. Bus ui sin X COS x Gib sinycosy 
Sina. Cos cos(ac-+y) cos(2—y) und Cosa Sind cos(ac+y) cos(x—y) 
Aus diesen Gleichungen und den vorigen erhält man durch Division, wie 
vorhin: | 























h sin. siny 
32. Zane = und Zangd = —. 
cos cos x 
Hieraus erhält man weiter 
. sin , siny 
Gina = und Gin) = ) 


Y (cosy* — sina*) V (cos2?—siny?) 


oder 
) sin ’ sin y 
33. Sum — -— und Eind= in 
33 Sına V |cos(c+y) cos(e—y)] Ein V [eos(e-+y) cos(x—y)] 
Aus diesen und den früheren Formeln erhält man durch Division 
N cosYy coSsx 
34. IT. E—- — - b= b 
4 Cosa V |ecos x4-y) cos (c—y)] und Cos Y |eos (c+y) cos (@—y)] 
Eben dadurch findet man aber auch aus den Formeln (33.) und (34.) noch 
2 Sina Sind 
35. 


tanex = - und taney = - 
D Go5b 27 G03a” 























Ferner erhält man 
Sina sin 6055 coSsx 
36. a ° . rg = 
Sınb siny Cosa cosy 








und 
37. Zange. Tangd = tangx.tangy. 


7. 
Die früheren Formeln (33.) und (34.) zeigen ganz deutlich, dafs 
in den Ausdrücken K(e--y)=a-+b und (ce —y)=r—b die Grölsen 
@ und 5 imaginär sind, wenn eine der beiden Grölsen x-+y und x—y 


. %y Ir . .. . . 
zwischen den Grenzen und —- enthalten ist, während die andere zwi- 


gungen 
>) 
— 


zz sc . In It . 
schen den Grenzen + und — —- oder zwischen —- und —- enthalten ist, . 


Ist z.B. x+y>5> und <> und e—y<Z; so ist L(x=-+-y) 
imaginär, und enthält den imaginären Theil =’; daher enthält sowohl 
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Q Y\L(2— — !r— . in 
a Mb much ii N, als auch = un oe Ey) den imaginären 


Theil u setzt man daher sogleich a+7 für a, und +5 für b, so er- 
hält man: 

(z4+-y) = S +2@+5>+Ö z= zit-a-b 
und 


:(c—y) = (+a)—(# +5) = 0—b. 


9, 
Au 


Zur Bestimmung von @ und 5 dienen nun aber die Formeln 














ti sin / ti sin} 
PEN — b =) nn Bo 
zang (a + 5) cosy und. Tan (° Tr 2 cos x ’ 
oder 
cosYy 08.2 
Sana = —I und Tun = T, 
sin X siny 


und die hierdurch bestimmten Grölßsen @ und 5 sind nun nicht imaginär, 
da cosy<{sinx und cos@<{siny der Annahme gemäls ist. 


Durch die frübkeren Formeln ist zugleich die Aufgabe aufgelöst, die 
Summe £4+8£Pß und den Unterschied £3u—2P der beiden Functio- 
nen £« und EP in eine einzige Function derselben Art zu verwandeln. 
Setzt man 

38. eat? =Elat+ty) und La—tß = Ley), 
so sind x und y die unbekannten, hingegen « und ß die gegebenen Grö- 
[sen. Setzt man in den Formeln (55.} nun e=fu und b=%P, so ver- 
wandeln sie sich ın 

39. tangx = cosß.tangs und ftangy = cosa.tangß, 
und hiernach können die beiden unbekannten Grölsen x und y leicht be- 
rechnet werden. 


8. 

Die Zerlegung £(c+y)=e+b und C(e—y)=e—b ist dann 
besonders wichtig und selbst nothwendig, wenn y imaginär ist; dann ist 
aber auch 5 imaginär. Setzt man aber y: für y und 27 für b, so ver- 
wandeln sich die früheren Formeln in 


sin 








elatyi)=aHtbi Tanga = 
40. R für Sr 

(ri) a—bı _ Sy 

(—y)=a—bı tang b Ten 


Sollen diese Formeln nur eyklische Functionen enthalten, so wird man 
24 * 
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?y für y und £a für @ setzen‘, wodurch sie sich auf der Stelle verwan- 
deln in 


4] 
» j s iang 
Kr—i8y) = tab mar. 


Wollen wir jetzt auch !(«-+y) und /(«—y) in den Formen 
Ket+y)=arDdb und /x=—y)=a—b darstellen, so gelangen wir dazu 
leicht. Da nämlich überhaupt 2/9 =/L9 =P ist, so folgt aus den 
früheren Formeln £(e +y)=«a+Öb und £(x—y)J=a—b sogleich c-+y 
= /!(a+b) nd e—y=/{(a—b); wir haben also nur noch «@ mit x und 
b mit y zu vertauschen. Wird diese Vertauschung auch in den Formeln 
(34.) vorgenommen, so erhalten wir 


L(ct+i8y) = Lae+tbi) 2 sine = cosysinz, 
ür 
! tangdb = 


; Sinz 

(x = 0 --b tanpo = —— 

12, u 
Bir ii oa __ Siny 

Le y ‚=&4 b tang b = Chz' 


Man gelangt zu denselben Formeln auch noch kürzer dadurch, dafs man 
in den Formeln (27.) und (28.) nur x: für x, yi für y, ai für @ und bi 
für 5 setzt. 

Ist endlich in den vorigen Formeln y imaginär, also auch 5, so 
wird man yz für y und di für 5 setzen, wodurch man noch erhält: 








f . su ni Er Sinz 

de \\atrd =atbil fange = 
/ .. __ siny 
ey =a—bı Tangd = Ga 


Münster, im December 1833. 











n—. 
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10. 
Integration d’un systeme d’equations Iincaires du 
n° ordre. 
(Par Mr. Lebesque, prof. de Math. ä Paris. ) 





1. 


4 
N oient y, x deux variables dependantes de la variable 2; y’, y’’, yr 
dy d?’y d’y dx 


B » 


/ /il 1 y » . ‚ u 
ee efficients diflerentiels —, —-, — == 
x, X, X 3 leurs co dt’ dr’ am el dt’ 
d’x d’x 


4 (di 
Ks L eo“... 
dt?’ dt? s r 2 


X=nvre+ay'tox'+a,y'-.... deux fonetions de lordre n et \ 
coefficients constants. Les systemes quil s’agit diintegrer sont: 








‚etc. Soient encore Y=oy—ıa,x'+0,y” 


1. Y= mcosgt, X = msingt 
et 
2. Y= —Äi(ycos?gti+zsin?gi), X == zcosIgi—ysin?gt). 


Pour le second ordre ces &quations sont celles du mouvement d’un corps 
solide tres peu Ecart@ de sa position d’Equilibre. On peut voir leur inte- 
gration et la discussion complete de toutes les eirconstances du mouye- 
ment dans le memoire de Mr. Poisson sur le mourement d’un corps S0- 
lide. L’objet de cette note est de montrer rapidement que le procdde 
d’integration appliqu& dans le m&moire cit@ au systeme (2.) n’est point 
partieulier au second ordre. On y verra aussi que Vintegration de chaque 
systeme se ramene a celle d’une seule @quation de lordre ?n et A coef- 
ficients constants. 





7 
On peut dans le systeme (1.) faire disparaitre les seconds mem- 
bres, il rentre alors dans le second ou l'on ferat = 0, Pour cela 
on posera y=Mecosgt, e=Msingt et ces valeurs de y et x satis- 
feront si l’on a 
Ma—.2—ng’+a,Q°’-+....) = m, 
Cette &quation determinera M ä moins qu’on ait 


y—lgienett. end, 
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Dans ce cas il faudrait poser 

















A „singt 
ya ee = (-1}. Er s 
de” dg" 
ou Fon prendrait pour 2 le plus petit nombre pour lequel le coefficient 
differentiel n’est pas nul. 


Si done on remplace les inconnues y et x par d’autres inconnues 
augmentdes des valeurs pr&cedentes, les seconds membres disparaitront et 
les premiers resteront de m@me forme; on les conservera done ici sans 
changer y et x; autrement on fera m —=(0. 


3. 
Pour integrer le systeme 
3. a,y—— ax + @: > Mas ar" .—(, 00H a,y+ 0x4 ee ul, 
il suffira de poser y=Fecos(At--f), e=Fsin(At+f) et les “quations 
seront satisfaites si l’on a l’@quation de condition 
4. GN ta, ta —... u Ö, 
.. ’ « % . 
* ayant > valeurs; Fintegrale complete que l’on trouvera en ajoutant toutes 
les valeurs de y et de x, relatives ceux racines A,, A, «... A, contiendra 
comme cela doit ötre 272 constantes arbitraires et comme on a 
y Fcos(At+f) G cos\t— Hsin\t, 
xc Fsin(t-+f) G sinät + HocosXt. 
lintegrale complete sera 


II 


- \y= 2ZGcoosit— ZHsinAt 
\z = ZGsinıt +3 Hoecosär, 
ou lon pose pour abreger 
ZGecosit = G,cos1t+G,c0os?,t+.... 


et ainsi des autres. 


Si l’@quation (4.) avait des racines Egales, il faudrait modifier les 
formules (5.), quwil faudrait aussi transformer dans le cas des racines 
imaginaires. Dans ces deux cas le temps sort de dessous les sıgnes sin. 
et cos. ce qui les fait rejetter dans l’examen de la question de mecanique; 
car on suppose le corps cart d’une position stable d’equilibre; ainsi les 
@quations (5.) sont suffisantes. 
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4. 

Mais si Von vouloit discuter completement les integrales en lais- 
sant de cöte la question de mecanique, il serait plus commode d’employer 
l'’climmation qui se fait ici bien simplement. On a 
at, X +, Y’ +, A... =0, 9 X—0,Y+0,X'— 0,1”... —=U—. 
Ces Equations de l’ordre ?z se reduisent & 
vyt+ruvR+ai)y’ + 2; + 2a; + ai)y' +... 
st Ro +) Fr; + ra; + )e +. 
Si donc on pose y ou x = Fe#' on aura l’Equation 

+20, +3)" Ro, +20; +a)e +... > 0 
ou encore 
1. trete... Harte...) = 0, 


et il est bien aise de voir we W=—X”. 


0, 
O, 


On trouvera done par les formules connues la valeur de y avec 
In constantes arbitraires; on aura aussi celle de x avec ?z autres con- 
stantes arbitraires qui se determineront au moyen des premicres, car les 
equations (3.) doivent Ötre satisfaites ind&pendamment de ?, ce qui donne 
In &quations de condition. Les formules ainsi trouvees rentreront dans 
celles donndes plus haut, au moyen de "= —.X, ainsi qu’on peut le 
verifier tres ais@ment. 


RP 
Pour int@egrer le second systäme 
u y— un + a y"— a2... = —Kl(ycos?gti+xsin2gt), 
v2 +ay' +9” $ay.. = Kleco?gt—ysin?gt), 
et sufüt de poser 
y=Asnu+tBsinv, x = —Acosu—Acosv, 
u et v @tant de nouvelles variables. La substitution donnera 





A—auU— u” + ....)sinu+ Boay— av —v”" + ....)sinv 
+ Pu” +... Pv"+.... = AKson(?gt—u)+ BÄsin(2gt—v) 
et une autre dquation toute semblable ou les sinus seront remplaces par 
les cosinus. 
On satisfera ü la fois ü ces deux @quations en posant uv=?gt—v, 
dou v=rlgt—u, et 
Aa—au—au”4..)=BA, Boa—av—nv"-+..)=AX, 
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Gar u’ et v’ @tant constantes, u‘, u”, .... vo, v', .... seront =0 et 
les deux &quations satisfaites. 
Si Yon fait u—v =2At+2f, comme uF-v=?gt, on aura 
— / ! 
u=(et+rNt+f, v=e(g—Yt—f, Ve+r, vVvag-r, 
les Cquations de condition deviendront 
Alkdw— ag N — (lg +N”+....) 
Ba, —a(g —-N— og —X)+....) 
En les multipliant membre a membre on aura 
3. (va [lgtN— alEFN te) — lg) — lg —N’+..) = 
En les ajoutant membre et en croix et posant pour abreger 
0. = at Ran + 
| (dou rs-— K(r+s)=0), 
on aura As—=PBr et part suite dJ=rF, b=sF, donc 


an y= "Fsnl(e+NVt+-f]+sFlsin (g—nNt—fl|; 


BK, 
AK. 


I 


tz =—rFeo[{g +X): +/} —sFleos(ge —r)t—f]. 
Si Von fait Feos/=G, !snof= I, on aura encore 
| (y = r|Gsin(gFf+4)ti--Hoos(s-+2)t])+s[6G sin (ge —2)t— Hoos(g — A) tl], 
1. Io r|Hsin (s-+4)t—G cos(g+-4)])—s|H sin (2 —A)t-+-G cos(g — »)t], 


ou enfin 
EEE 5 dr (r— 5) (G sinAt4- HcosAt)cosgt+ (rs) (Gcosit—Hsin it) singt], 
— tax = (r—s)(Gsin2t--HoecosÄAt) singt — (r+s) (Gcosät— Hsinit) singt]. 

Ge procede d’integration est celui employ€ par M. Poisson pour les 
Equations du second ordre; on voit quil conduit tres facilement “ linte- 
grale complete quand Vequation en A n’a que des racines reelles et in- 
egales, ee qui suffit pour la question de mecanique. Mais quand l’öqua- 
tion (8.) a des racines Egales et pour quelques autres cas particuliers dont on 
dira un mot plus bas, il sera plus commode d’employer le proced@ suivant. 

6. 
Un posera 
y= Peosgt+4@Qsingt, x = Psinegt—0Ocosgt, 
substitution indiqude par les formules BON: La diff@rentiation donnera 
y'=P, ER singt, y'= P,cosgt+ Q, singt, 
"= PB, Rt singt, etc. 


4 


x’ == P,sinet—(,cosgt, x’ = P,singt— (, cosgt 
ö 5°’39 5 ’ 
x‘ = P,singt—Q;,cosgt, etc. 
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que, 5 ) q 


sous les relations 
P,=P'+2s0, P,=P'"+2g0'—g’P, P,=P"+3g0"—3g’P—g'Q, etc. 
09,=0'—-gP, 9 ='—2gP-8°0, 9 =0"'—3gP!—Ig"Q'+g"P, etc. 
dont la loi est @vidente aussi bien pour les lettres que pour les coelli« 
cients et les signes. 

Or en substituant et en egalant entre eux les coefficients de singt 
et cos2? on trouve 








aQ—a,P,+00,— a, P,...—=KQ, P+a, 0, +0, P,+0,0;4+..=—AÄP. 
Remplacant P,, P,, Pz, »..+ Qıs Or, O5, »... par leurs valeurs en po- 
sant pour abreger ae — ag — gg +... =C et A=6G, A=G‘, 
A=— 756", A=— 6", A=z6", ete. on trouvera 
2 Te Q'+ 4,P"— 4,0" 4... = —KP, 
A,Q+4,P'+4,0"+4,P" +...= +40. 


Ces @quations sont evidemment celles qu’on obtiendrait en posant g = U 
et remplacant @,, @, »...» par Ay, Ai, »... dans les @quations (1.). 


L’@limination se fait encore ici tres facilement. On posera 


(A+K)P—4A09'+4P"— 40" Lt... =-Y=(, 
(4,—K)Q+AP +40" +4P"L..=N= 0, 
et les @quations 
AK). +AH + HA, +. = 0, 
ANKARA Sr. 0, 
se reduiront ü 
2 KRZEIPFOAAHM) PYL(24,A,424,4, 442) Po. = 0, 
KK K)0+RA, AHA)" +RAA,+244+4)0 0. 


Si dans ces dquations de l’ordre ?z, ou il faut &ffacer tous les termes ou 
A prend un indice plus grand que z, on pose P ou Q= Fe, Vequation 
en x sera, comme on l’a vu plus haut, 

5. A+AR tat + ARt+ Rt PR = 0 
et l’on verra encore we "= —X. 

Les quantites P et Q renfermeront donc chacune 27 constantes ar- 
bitraires, mais celles de Q se determineront en fonction de celles de P, 
par la substitution dans les equations (13.). L’Cquation 2»? = — A” donnera 
ie moyen de passer de l’integrale en x a lintegrale en X. 


Il serait fort inutile de faire ici cette transformation et de construire 
des formules g“nerales; on se contentera d’ajouter que le cas \=0, pour 
Crelle’s Jouwnal d. M. Bd.XV. Hit. 2, 25 
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lequel on n’a pas le nombre suffisant de constantes, se trouvera facilement 
par le second proc&de; le temps sortira de dessous les signes sin. et cos. 
Pour le cas r=s (2X ou 0) on pourra dans la formule (11.) supprimer 
le facteur commun, mais si cependant on avait r=s=0, on ne le pour- 
rait plus; il faudrait pr&alablement changer les signes des termes multiplids 
par r. Il est facile de voir, que cela revient encore ä faire O =0. 


T. 

Si l’on compare lint@gration des @quations lindaires ordinaires A 
coefficients constants, au premier proced@ d’int@gration, on verra que le 
succes de lune tient a ce que l’on emploie dans Yintegrale incomplete 
une fonction qui se reproduit a chaque differentiation; et celui de l’autre 
ä ce qu’on emploie des fonctions qui, au signe pres, se reproduisent apres 
deux diff@rentiations, ce qui permet de partager chacune des &quations 
en deux autres. On congoit d’apres cela qu’on employant des fonctions 
qui se reproduisent apres trois differentiations ou plus, on puisse trouver 
des systemes de trois equations ou plus, susceptibles de s’integrer d'une 
maniere analogue. Ce serait une question digne d’examen, bien que la 
forme des fonctions que la differentiation reproduit p@riodiquement, porte 
 croire que ces systemes se presenteraient rarement dans les applications. 


8. 

Le procdde direct, mais long de l!’elimination, peut s’appliquer, en 
general, ü plusieurs &quations lineaires ü coefficients constants, entre tant 
de variables ©, y, .... Z qu’on voudra. Cette @limination, toujours facile, 
puisqu’elle se fera entre @quations du 1° degre, devra, comme cela est 
arrivd plus haut, conduire ä une meme @quation lindaire A coefficients 
constants. En eflet puisque y, ©, .... sont necessairement donndes par 
des &quations lindaires a coeflicients constants, on ne voit pas comment 
les equations donnees pourraient etre satisfaites independamment de £, si 
2, Y » -.. contenaient des exponentielles diflerentes, ou n’etaient pas 
donndes par une meme equation. Au reste ceci n'est qu’un apergu et la 
d@monstration complete demanderait quelque developpement. 
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11. 
Bemerkungen zum Principe der doppelten Substitu- 


tion bei den elliptischen Functionen. 
(Von Herrn Prof. Raabe in Zürich.) 





ED:s Princip der doppelten Substitution bei den elliptischen Functionen 
besteht darin, dafs das Integral der Differenzialgleichung 
dy 2: da 
VA—y’)Vi-cy)  u'V(i—a?)V(l—cz®) 
unverändert bleibt, wenn in demselben y in I ud ein Es übergeht. 


c 


Der berühmte Verfasser der Fundamenta nova theoriae functionum ellip- 
ticarum machte zuerst diese glückliche Bemerkung, die Legendre, ihrer 
hohen Wichtigkeit wegen, zum Prineipe erhob. 

Den nähern Zusammenhang dieses Princips mit der Fundamental« 
gleichung der elliptischen Functionen sollen die folgenden Zeilen zeigen. 

Bekamntlich wird das Integral der Differenzialgleichung 

1 dp kei dp’ 
, V (l—c?sinp®) ” V(l—c?sing‘?) 
cos® cos®’ +sin® sin®. y(1—c’sin$”) = cos® 

vorgestellt, wo ® die willkürliche Constante der Integration bedeutet. 

Setzt man nun 2 =tangd, so geht die letzte Gleichung über in: 

2 v(i+i)cos® cos’ + y(I+(1— c’)i’)sin®@ sn®' = 1, 
wo : die Stelle der willkürlichen Constante einnimmt. 

Da nun diese Gleichung für. jeden willkürlichen Werth von z die 
Differenzialgleichung (1.) zu einer identischen macht, so muls ein Glei- 
ches jede aus derselben durch eine specielle Annahme für z gefolgerte 
Gleichung bewirken; wodurch, wie wir sogleich zeigen wollen, eben so 
viele doppelte Substitutionen hervorgehen, als der Grölse 7 constante 
Werthe beigelegt werden können. 

In der That, setzt man 2= y—1, so geht die Gleichung (2.) über in 

csind sin® = 1. 
Diese Gleichung, als particuläres Integral der Differenzialgleichung (1.), 


zeigt, dafs die Differenzialformel — 3 — durch die Annahme von 
1 j V (1— c?sinp‘”) 
. p 


al 2 dp n 
sind = ——, in Veeme übergeht. 














durch 





esinp’ 
Hat man demnach die Differenzialgleichung 
3 dın 1 dp 
a ya: r ——— — n 5) 
2 Vil—cisinw?) u V (l—c?sinp?) 
wo « eine Constante vorstellt, und führt zwei neue Variabeln L’ und ® 
durch die Gleichungen ce, sind siny'=1, csin?sinp'—=1 ein, so geht die 
Gleichung (3.), wegen 
dıy dıy! 











dp dy’ 














yii—cisiow?) Vi1-—csinw”’) und Vi-e sin P2) u vVi-= sing’)? 
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In folgende über: 4 dp‘ ih, dog! 
"  Yli—c?sin er) "Y (i—c?sing"”)? 

woraus gefolgert werden kann, dafs wenn die Integralgleichung von (3.) durch 

> 29, Yv)=0 
vorgestellt wird, wobei Q irgend ein F unctionszeichen bedeutet, die Inte- 
sralgleichung von (4.) ebenfalls n 

6. 2.0, = 0 
dargestellt sein wird. Allein aus der Integralrechnunrg ist bekannt, dafs 
man aus der Gleichung (6.) zur Gleichung (5.) gelangen mufs, wenn man 
die neu eingeführten Größen 0, Ww' durch die Ursprünglichen DO und Y 
mit Hülle der rt 














1 d 1 
‚sin ap sin p 
ersetzt, woraus also erhellet, dafs die Gleichung (6.) unverändert bleibt, 
l : 1 
nW’ ın ———— und : o 
wenn sin Y using Un sin ® Tr umgetauscht wird, oder auch, 


dals die Gleichung (5.), als ee der Differenzialgleichung (3.), 





[ . ” 1 . “ 
ıneeändert bleibt, wenn sin® in und sin ——— übergeht. 
ungei ; P in — Vin Tsd übergeht 
Setzt man also in (3.) y=siny und z=sin®, so hat man 

dy - dx 








vi—y‘) ‚V lL— ıiy ) u "Vi—-a°:)Y(l—e?x*)’ 
deren Integralgleichung unverändert bleibt, wenn gleichzeitig y in dE und 
c, , 


1 
x in — übergeht, oder, wenn in (3.) y=yec,.sin!y und z=yYe, sin ® 


CA 


gesetzt wird, wodurch sie in 
dy 1 dx 


V (ce, —y*)V(1—c,Y?) _ u'V c—a*)Y (l—cx?) 
übergeht, so hat das Integral dieser Gleichung die Eigenschaft, unverän- 
dert zu bleiben, wenn y und x in ihre reciproken Werthe umgesetzt werden. 
Eine zweite Methode der doppelten Substitution, die sich eben so 
einfach als die von Jacobi angegebene anwenden läfst, entspringt aus 
der Gleichung (2.), weun daselbst i = angenommen wird, 
Man hat dann, wenn ec’ das Complement zum Modul e ist, e’tang® tang$’ 
—1. Setzt man also in (3.) y=yve.tangy und z= yce'.tang®, 
wo c‘ und c’ respective die Complemente von c, und c sind, so geht sie 
über in: dy Be 3 da 
ce +y?)V(I+ciy? uw "V ('+x°)VY(l-+c'a?)? 
von deren each BEER nachgewiesen werden kann, dals sie 
unverändert bleibt, wenn y und x in ihre “reeiproken Werthe übergehen. 


Setzt man ferner in (2.) i= y ‚so hat man 


nn v—1cos® cos’ = 
welche Gleichung abermals eine doppelte Substitutionsmethode darbieten wird. 
Zürich, den 10. September 1835. 


EEE Eee 
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12. 

De integralibus quibusdam duplieihus, quae post 
transformatıonem varıabılıum in eandem 
formam redeunt. 

(Auct. C. G. J. Jacobi, prof. ord. math. Regiom.) 





i. 
rn 
N otum est, propositis aequationibus 
cos® wcosy+ Psinycos$-+ Ysinzsing, 
. . Q B . 
sin®D cos b a‘ cosyn+ ß’sinyncos$ + y’sinnsinY, 
sin® sin \) a’ cosn + ß” siny cosI + Y’ sinnsin$, 
ubi inter co@fficientes babentur relationes 


mi 


auto a + aa” u 1, By+B'y’+Bß"’y“ Pa 0, 
BE+RBABB =  yaryaryta = 0, 
yytryytryy' 1 aßtap+a'ß" = 0, 


fieri 

SU sinpad dl — /J Using dndy, 
ubi in altero integrali U per ®, \, in altero per 7, 3 exprimendum est. 
Aequatio 

sinO dP db = sinn dndS 

suggerit exemplum simplicissimum, quo elemeutum integralis duplicis post 
transformationem variabilium in eandem formam redit. Substitutiones Pro- 
positae sunt formulae notae pro transiormatione coordinatarum orthogo- 
nalium, quarum initium non mutfatur, Elementum integralis est elemen- 
tum superficiei sphaericae, expressum per coordinatas puneti superficiei 
orthogonales, quarum initium in oentro; quod elementum formam mutare 
non debet, si coordinatae orthogonales, per quod exprimatur, ad aliud 
systema axium releratur, quod eodem initio gaudet. 


Dedi in tomo VIII, huius Diarii pag. 352 sqq. alterum exemplum 
generalius et valde complicatum, quo integrale duplex post transformatio- 
nem variabilium in eandem formam redibat. Statuamus enim propositas 


esse duas aequationes inter cosN, sin cosJ, sinnsinY lineares, 
Crelle’s Jourval d. M. Bd. XV. Hit. 3. Pl 
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0= A+4'cosy+ 4” sing cosI + 4 sinysin, 

0 = B-+B’cosn-+ B‘ siny cos$ + B’’ siny sin, 
in quibus octo quantitates 4, A’, ...., B, DB‘, .... sunt expressiones et 
ipsae lineares quantitatum cos®, sin® cos’, sin®sin); patet, iisdem ae- 
quationibus conciliari etiam posse formam, 

0 C-+C'cos® + EC” sind cos) + C’”’ sin® sind), 

0 D-+-D'cos®-+ D” sind cosb + D'' sind sin), 
ubi ©, C', ...., D, D/, .... sunt expressiones lineares ipsarum cos7, 
sinncosI, sinnsing. Quibus positis, demonstravi 1. c., statuto 


II 


F = A-4'cosy + 4” siny cosI + 4 sinysinI 
— C-+C’cosd®-+ C’sinDeosb + C'sindsin’), 
IT B-+ B' cosy + B’ siny cos$ + B’’ sinysin$ 


II 


D -- D' cosy-+ D” siny cos$ + D’” siny sin, 
[44'440 4" 4 4.4" — 4A][B'B' + B" BO LBUB—BB] 
— [4 BA" Be 4 B"— AB), 
S= [C'+ 00" 0" OC][D'D'’+D“ D"ALD“D“ DD] 
— [C’D‘ -- CD" . GC D' Pa CD)‘, 
ex aequationibus /=0, IT=0, sequi 


//- 'sinndnd% /j Usinp dpdw 
or VRR 719, a/a vs y 


Si aequationes !=0, II=0 ita accipiuntur, ut commutatis C0S7, sin IC08.J, 


e> 
\ 


| 








sinysin$ cum cos®, sin®cosı), sin® sin!) immutatae maneant, aut ea 
commutatione altera in alteram abeant, elementa inter se aequalia 
sin in 9 dndd __, sin dpdw 
IR sh vs 
plane eandem forınam habent. Eodem enim modo alterum per 7, 9 atque 


alterum per ®, = exprimitur, 





2. 
Tradam sequentibus duo nova exempla eiusmodi transformationis, 


quae elementi integralis duplicis formam immutatam relinquit. Eum in 


{nem antemittimus sequentia. 
Sint f=0, © =0 duae aequationes propositae inter quantitates x, 


yet p, 95 si elementum dx dy per variabiles », 9 exprimere placet, ha- 


betur formula nota, 
\?7 if, f \ 
FON NP ldazdy = U (AU -SAMP Par dr. 
Si f, ® continent praeter ©, y variabilem 3, quae ab iis pendet per aequa- 
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tionem II(x,y,z3)=0, unde 


ds lc HW) 4x Ey) 
den... BE” dv  1G’ 


loco expressionis 


| [OO N-I MP“) 
ponendum erit 


r (z 1{2)7 
Ir IR MR. nn ] in Il en om | 
[PER] [nr] = 

siquidem statuitur: 
N= DD SP NIT Cy) u A EN ©’ (z)| 
re) if (x) — /'(y)P' (&)]. 
Eodem modo, si f, ® praeter p, 9 continent BETEN r, quae ab iis pen- 
det per aequationem P(p, g,r)=0, loco f'(pP)P (N)—f'(g)P(p) ponen- 








[2 Oo . “ 
n erit ——, siquidem 
dum erit Po)’ | 


VE TON OL IOEE OL ID) ET ZOO UNTEN 
FOOD DVD. 
Ouibus positis, aequatio inter elementa fit 
Kern Onds 
Tr. 7 


Sit 
T=3(cce+yy+::—1)=0, 
P=;(rpr+mnH+r—V)=0, 
erit 
nee WOI-S U NIHT SO SP al 


+ hi PN -FNP al; 
0 =D - FDP HDD FIN) 
mu KR AN Fon]: 
et aequatio inter elementa, 


Ndxdy __ Odpdg 


Z r 


Statuamus porro, functiones f, ® respectu variabilium x, y, < esse Aomo- 


Sry NH Dun f=0, 
zd (a) + yYPY)r:Dde) = WP=0, 


ubi #, # sunt dimensiones functionum homogenearum /, ®. Sequitur au- 


gencas, erit 


I 1 


tem ex aequationibus, 


26 * 
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ef (HS NHES le) = 0, 
dpa) rYP Nr) = 0, 
zz +yy 22 == 1, 


si cas consideramus ut aequationes lineares inter tres incognitas z, y, = 
propositas atque ut tales resolvimus, 

Ne= VO JPly) 

Ny = SPS (Pe), 

N = f()O (NV (NO le). 
Supponamus =0, esse aequationem respectu ipsarum x, y, 3 linearem, 


J=se+rhytiz=V(, 
SW), FW S)=ö; 


porro ®=O respectu ipsarum x, y, z esse secundi ordinis, 


pP = lea’ +by te +2dys+2ese+rfey] = 0, 


unde 


unde 
O'(x) = axt+fy+ez, 
O(y)=Serbytdz, 
D’(z2) = ex-tdy+cz. 


Quibus substitutis in aequationibus antecedentibus, prodit: 


Nxz = (he—if)e+(hd— ib)y+(he—1id)z, 
Ny = (ia— ge)e+(if—gd)y+ (ie —ge)z, 
Nz = (gf—hayce+(gb— hf)y+(gd—he)z. 


Quibus per g, A, Z multiplicatis et additis, fit, quod debet, 
gaethytiz =0. 

Si hanc aequationem iungimus duabus e tribus antecedentibus, ex. gr, Jua- 
bus postremis, atque ex aequationibus 
gxe-thy-t!z, 

0 = (a—ge)e+l/—gd—N]y+lie—ge)z 

0= (gf—ha)e+(gb—hf)yt+tlgd—he— N]z, 
eliminamus x, y, z, videbimus, in aequatione proveniente terminos in pri- 
mam ipsius /V potestatem ductos destrui, eamque fieri post divisionem per 
& Tactam, 

N S(®—be) +’ —ca)H(f— ab) 
+ 2hilda—ef)+2igleb—fd)+2ghlfe—de)*). 


W 


li 





*) Aequationem N=0 adnoto esse aequalionem conditionalem, ut planum et 
conus, quae per aequationess f=0, P= 0 repraesentantur, se muluo langant. 
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Supponamus iam: 
1°. coefficientes a, 5, ec, d, e, f esse functiones homogeneas secun-di 
ordinis quascunque ipsarum p, 9, r; co@fficientes vero g, A, i earun- 
dem quantitatum esse functiones homogeneas lincares. Unde patet, 
duas aequationes propositas etiam hoc modo repraesentari posse: 
= e'iptihy+tVUr=0, 
2d = a’pp+b'gg-te'rr-FId’grtIerpH2fpe = 0, 
designantibus g‘, A‘, :” ipsarum x, y, 3 functiones homogeneas linca- 
res, a‘, b’, ec’, d’, e‘, f' earundum quantitatum functiones homogeneas 
secundi ordinis. Vel supponamus 
2°, coefficientes a, b, c, d, e, S esse functiones homogeneas lineares 
ipsarum >, 9, Tr; co@fficientes vero 3, A, Z homogeneas secundi ordi- 
nis: aequationes propositae hoc modo repraesentari possunt: 
f= 3le'pp+b’gg te'rr+2dgr-F2erp-H2f'pe]) = 0, 
D= g'p+houtir—0, 
designantibus a‘, db’, ce’, d‘, e’, f’ ipsarum X, y, 3 functiones homoge- 
neas lineares, g‘, A‘, 2” homogeneas secundi ordinis. 

Utroque casu plane per easdem formulas, quibus ipsius /V/V valo- 

rem eruimus, invenitur: 
00 = g”(d* —b/ ce )H he — ca) Hi” (ff —a' db’) 
+ UV —EF)HLU FE — Fa) Hrg (fe — de‘). 
Unde prodeunt duo theoremata sequentia. 
Theorema 1. 

„Sint propositae inter quantitates x, y, 2, P, 9%, r duae aeyuatio- 
nes, altera respectu ipsarum &, y, z nec non respectu ipsarum p, 9, Fr 
homogenea linearis, altera respectu Ipsarum x, y, 3 nec non respectu 
ipsarum p, 9, r homogenea secundi ordinis ; guae sint aequationes : 

0=ge+hytiz= gpthgtir, 

9) ax” +by’ -Hcez’--I2dyz -lezx -Ifxy 
ap +bgHert+2dgr+2eirpt2f'pp 
ubi g, h, i ipsarum p, 9, r et g', h', !' ipsarum x, y, z designant func- 
tiones guascungue homogeneas lineares; a,b, c, d,e, f ipsarum p, 9, r 
et a’, b', c', d’, e', f' ipsarum x, y, z functiones quascungue homogeneas 


nl 


secundi ordinis; sit 


zıtyre=1, pptes+rrr=h, 


erit 
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Udpdg 
ig‘ d*-beo)+h*(e?-ca)+i?(f*-ab) +2hilda-ef)+2ig(eb-fd)+2ghlfc-de)) 
U dx dy 





mn 





Ted ’-be)+n’(e’-ca)ti?(f-ab)+2hilda-ef)FRig(eb-fd)t2Eh(fo-de)) 


Theorema 2. 
„Sınt propositae Inter yuantitates X, y, x, pP, 9, r dune aeguatio 
X, Y; 2 


rum p, 0, r homogenea secundi ordinis; altera respectu Ipsarum &, y, = 


nes, altera respectu Insarum homozenea linearis, resnectu insa- 
/ Ä > ’ / ‘ 


NOr7e secur ordinis, respectu Ipsarum p, 9, r homogenea lineu- 
rıSs: oune sınt Gt gu afiones: 
= gce+hytiz = ap r+blg Her t+2dgr+2erpt2f' pe 
ax --by’+ez’+-Ndyz+2lezet2fay = e'p+h'g-ti'r, 
ubi g, h, i insarum p, 9, r et g', h', !’ Ipsarum x, y, 3 designant func- 
iones homogeneas secundi ordinis guascungue; a, b,c,d,e,f ipsarum 
or et a, b', c', d', e', f' ipsarum x, y, z functiones homogeneas 
neares Quascun L 
etyytee=h pptegtrr =, 
3 
Udpdg = ER 





12° (d2-be)+ h2le!-ca)+ı? f*-ab)+2hilda-ef)+2igsteb-fa)+2gh(fe-de)) 
Udady 


‚») 


d°-Ve) th rle tea) ti ad) FH (Aare) FRE eb fta)+RgnFe-die)}' 


Si statuimus 





x = COS D, y- sin® cos L, le sin® sin b, 

PD = cosn, y = sinYc089%, z= sinysiny, 
habemus 

pn A sinn dDd U, a == sin N dn dS. 


: r 
Si aequationes propositae Ita comparatae sunt in theoremate 1., ut commu- 
tatis 7, y, s cum >, 9, r immutatae maneant, vel in theoremate 2. ita 
comparatae, ut ea mutatione altera in alteram abeat: integralia duplicia 
inter se aequalia, i Ü=1, sub signo integrationis plane easdem expres- 
siones continent, alterum ipsarum ?, 9, 7, alterum ipsarum x, y, 3. Unde 
theoremata apposita suggerunt nova exempla integralium duplicium inter 
iimites quoscunque sumtorum, in quibus certa ratione algebraica limites 
mutari queant, ipsis integralium valoribus immutatis manentibus. 


2. Sept. 1835. 


Regiomonti d. 








— EEE EEE 
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13. 


Formulae novae in theoria transeendentium 
ellipticarum fundamentales. 
(Auctore C. G. J. Jacobi, prof. ord. math. Regiom.) 





ie 1. 
Yxtat inter differentias quatuor quantitatum w, x, y, s relatio identica 
nota et irequentissimi usus: 
(w— 2) y—)+w—y)a—r)tw— 2)(r—y) = 0. 

Ouae relatio, quod et ipsum notum est, ea insigni er proprietate, ut 
valeat adhuc, siin locum differentiarum earum sinus ponantur, unde prodit: 
sin (2—.x) sin (y—2z) + sin (w—y) sin (s—x) + sin (v—z) sin (2—y) = 0, 

Ouae formula, posito 

v—ı=0, s—-y=u y—i:=l, 
etiam sic exhiberi potest: 
sinesin5s + sinz so (u4- a-Fb) = sin(v + e)sin/u--b), 

Formulam quaerens antecedentis similem in theoria functionum elliptica- 
rum, ita egi. 

In formula nota pro additione integralium ellipticorum: 

sin amu cos amv.ı \amv i- sin amv cosamı Aamu 


Lu ee nd a 
sin am (4 -v) 1— k? sin®amı u sin®amv 











statuamus zu--e loco z, u-4-b loco v, ac Cconsideremus «, 5b ut constan- 

tes, u ut variabilem: formulam antecedentem ita vepraescntare licet: 
d.[sin am (ua) sin am (u-}-b)] 

1— k* sin*amı u a) sin®am (u--b)] du? 











1. siaam(?2u--e«e--b) 


unde integratione facta prodit: 





1 11-%Lsinam(u-La) sinam/ n' 
= KK sın amıu= zv)sın am!rz ’) 
N i t : 
2. " siuam(?2u-ra--b)du = — log —— r| 
/o 2k au: sin a sin am(u --b) 
i 14 k sin ama sinamb 


er — loo — . 
2k ©®A-— ksinamasinamb”® 


Expressio ad laevam eadem manet, quoties @--b eadem fit; unde etiam 





expressio ad dextram valorem mutare non debet, si 5 ponamus =(, ät« 
que loco a seribamus ad. Hince si a logarithmis ad numeros ascendi- 


mus, provenit aequatio: 
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” [1 +% sin am (u-Fa)sin am(u+b)] [1 — k sin ama sin am] 
ng |1—k sin am(u-+ a)sinam(u+-2)]]1 X sin ama sin amb] 
1-H-k sin an(u+a+5) sin amu 


1 —k sin am(u-+a+-b) sin am(u)* 
Si expressionem ad laevam ponimus 
P+k0O __Ai-+ksin am(u-+ a--b)sin amu 
P—xkQ 7 1—ksin am(u-a-+-b) sin amu? 











ubi 

P= 1—#"siname sinamdsinam (u+4 o)sinam(v 4 5), 

0 = sinam(u + e)sin(u + b) —sinamaesinamd, 
sequitur e (3.) 

Psinamusinam(a-e-+Öb) = (Q, 

quod suggerit formulam quaesitam: 
4, sinamasinamb -Hsinamusinam (u --a-+b)—sinam(u--e)sinam (u) 
— 4 siname sin amd sin amu sinam(u--e)sinam(z+b)sinam(u+-a- 5). 
Ouae est formula nova, maximi momenti per totam theoriam functionum 
ellipticarum. 


Si rursus introdueimus diflferentias quatuor quantitatum, formulam 
(4.) sic reprassentare licet: 
sin an (Ww — 2) sin am (y— z) + sin am (w—y) sin am(z— x) -[- sin am (w—z) sion aın (@—y) 
+7? sin am(w— x) sin aın(w—y) sin am(w—z) sin am(x—y)sin am(y—z)sin am(z—x) =(, 


Similitudo formularum functiones trigonometricas et ellipticas spectantium 


maior adhuc existit, si loco sinuum introducimus tangentes. Ponendo 
enim ay—l, öf—1l, uy—i, loco a, b, u, prodit e (4.), cum sit 
sinam(uy—1)=y—1tangam(u, k), si loco 4’ restituimus modulum 4 


formula haec: 


3. tangamatangamb--taug amıutangam(u-+a-b) — tang anı (ua) tang am (u 4-2) 
— k'tangamatanpgamb lang amutang am (uf a)tang am (u+-b) tangam («fa+2). 
Ouae, posito Ä=0, in formulam trigonometricam abit L 


6. tange tangb + tangu tang(u + a -+b)—tang(u +) tang(u +2) 
= tange tangb taug u tang (u +e)tang(u+b)tang(u--e+b). 

In qua igitur formula, si loco tangentium ponimus tangentes amplitudinis, 
nil mutabitur, nisi quod terminus a« dextram nanciscatur factorem 4”, 

E formula pro additione integralium secundae speciei: 

EXu)$E(v)—E(u+v) = # sinamu sinamvsiaam (2 -F- v) 

habetur 

F(a)+ Eib)— E(a+b) = ksinamesinamdsinam(« +5), 
Eu) + Eia+b)— E(u+a+b) = #*sinamz sinam(a-F+b) sin am(u+e +5), 
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quibus additis fit e (4.): 
2: E(a)+E(b)-E(u)— E(u-+-a-+b) = 

k? sin am(u-fa) sin am(u-F-b) sin am(a+-b) [1-4-%? sin ama sin amb sin amu sin am (ufa-++b)], 
«uae est formula respectu ipsorum a, 5, u symmetrica. Cuiusmodi aduo- 
tari merentur, quia per additiones successivas ducimur ad formulas, quae 
cum natura sua symmetricae sint, tamen sub forma insymmetrica pro- 
deant, quam non semper in promtu est quomodo ad symmetriam idonee 
revocemus. 

Formula (4.), methodo assignata a me inventa, variis aliis modis 
demonstrari potest. Cl. Jtichelot hanc eius demonstrationem mihi com- 
municavit. 











Sit 
we—y—:ı __ w—acHty—z __ w—c—yhz 
P) — Os 2 we; ß, 2 ry 'E 
erit 
v2 =fß+y w-y=ytu, wv-z=arß, 
y-ı-ß-y, .-8=y-, --y=a-ß 


unde cum generaliter sit: 
sin’amu—sin?’amv 





sin am (2. 4 v) sin am(2—-v) 


1—k*:sin’amusin’amv’ 
obtinemus: 
sin? am d--sin® BZ. 


f 








sin am 7 — x)snam(y—z) 
x 1 — k? sin*am 9 sin* amy’ 


sin? amy — sintam«@ 








sin am (ww — yısmamls—- x) = - - 
A I Ze f 1— k? sin?amy sin’ame«’ 


sin’ama — sin’am f 





sin am (2d — z)sinam(x—y) = 1—R? sin? ama sin? amß" 


Theorema demonstrandum est, summam trium expressionum ad laevamı 
aequare earum produetum per —4” multiplicatum; sive posito br. c. 














sin’ama = t, sin’amß = ft, sin’amy = t”, 
haberi identice: 
it 5 er dan SB — kt — N) N) —t 
1— kit E: u 1— ki 7 A RAR UDA—rRe)) 


quod facile patet, cum sit: 
We + — Hr + E— tt“ 0, 
EHE — FE HER — Lt“ dt) —t)E—t)). 
Observo adhuc, e (2.) posito b=0 fluere formulam: 


5. S"snamluto)du = Luglrkänannsnmtete 





Jo 1—k sin amu sin am (u a)" 
Creiles Journal d. M. Ba. XV. Hft.3. 237 
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Iam e formula (4.) profecti aliam formulam in theoria transcendentium 
(u) seu 2(u) fundamentalem et quae altioris indaginis est, adstruamus. 


2 
E formula pro additione integralium ellipticorum secundae speciei fit: 
E(u+a)-+E(u-+b) — E (2u->a-+-b) = k* sin am (u4-a) sin am (u-t-b) sin am (2u +a+-b), 
E(u)+E(u+a+b)— E(2u-ta-+b) = k* sin amu sin am (u--a-tb) sin am (2u+a-rb), 
quarum formularum altera de altera subducta, provenit: 
E(u-+a)+E(u+b) —E(u—E(ut+a-+t0) = 
k* sin am (2u-a--b5) [sin am(u-Fa) sin am (u-b) — sin amu sin am(u+-a--2)], 
sive e (4.): 
E(u+a)+E(u-+b) — E(w)—E(uta+b) = 
k*sin am a sin amb sin am(ua-+-b)[1—k?sin am u sin am(u--a) sin am (u-4-b)sin am (uFa-+b)]. 
Habetur porro e (4.): 
[1—#” sin amu sinam(z + e)sinam(u-+)sinam(u--a4+2)] X 
[1-+ 4” sin ame sin amd sin amz sinam(u-+- a -+)] 
— 1—#’sin’amusin’am(u+-«e-+DÖ), 


De Ben mernn 
__ k?sinama sinamb sinam (!u--a-+b) [1— k*? sin? amu sin® 'am(u-a ı+b)] 


1-+-k*sin ama sin amd sin amu sinam(u--a—+-b) 


unde prodit: 





sive cum sit 
sin am(?2u-+ «+ b)[1—#”sin’amu sin’am (u + -+5)] 
__ d[sinamusinam(uta+ 1 
er du 


EF(u+o)+E(u +b)—E(u)—E(u+c-+ b) 


dlog[1--k° sin am a sin am sin am u sinam(u--a--b)] 
du 


Unde integratione facta inde a u=0 usque ad z = u, positoque 


JS. E(u) = log .2(u), 
sı a logarithmis ad numeros ascendis, provenit formula nova fundamentalis: 


| ( b) R(a+b) 
g, Zute)l2urb) La 2 si si in am u sin am (u --a-- 
Y. 2 (a) (2b) SL (u) SL (uf-a-tb) —= 1--k*sinam a sinamb sin am u sin am (u-a--b), 
Ouam formulam etiam sub hac forma exhibere convenit: 
10 KR, ne). 2 (u-Fb) 
Pa Lu)" S2b (u) 


nf 
m EUR sinama sinamb sinamı sina m (a + a-+b)l. 





prodit: 











Ouae, ponendo rain — a7, cum sit 2(—u) = L2/u), [2(0)= 1, in formu- 
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lam abit, in Fundamentis traditam, 
2(u-ta) Llu— a) 
f2”afS2?(u) 
Facile etiam theorema de additione integralium ellipticorum tertiae speciei 
e (9.) deducitur. Habetur enim (Diar. Crell. T. IV. pg. 378): 


IK a) = vB +0 I), 


ideoque 
| Lu —a) L(v—a) R(u+v-+ a) 
II(u,a)-+ Il(v,a) — II(u-Fv,a) = log at en 2) 
era) ui Slura)fl2(vta) 2 (u+v— a)’ 


Iam si in (9.) seribimus z, vo loco a, 5b, atque @ ac deinde —a loco u, 








— 1— 4” sin’ama sin’amı. 








obtinemus: 
2(uta) S2 (v-F-a) 2 (u-+v) 
LulLv S2(a) SL(ufv+e) 
2 (u—a) P(v—a) (2 (utv) 
Lu LLvfla 2 (utrv—a) 
unde, altera formula per alteram divisa, 
Plu—a) R(v—a) 2(u+vte) __ 1 — k? sinam a sinamu sinamv sinam (ufFv—a) 


2 (u+a) (L(v-ta) 2 (uFv—a) 1-+-k*sinama sinamu sin amv sin am (uva) ? 


= 1-+-k?sinama sin am u sinamvsin am (u4+v-F+ao), 





= 1—k*sinama sin amu sinamv sinam (u4v—a), 











ıdeoque 
II (u,a)-+ II(v, a) — Il(uF}v, a) = 310g 
quae est formula nota. 


Posito, uti I. c. pag. 383, 
Lu "X (0), 


1—k? sinama sin am u sinam v sin am (ut v—a) 
1-+-k* sin ama sin am u sinamv sinam (ufv+a)? 





ubi r est constans, cum sit 
ut? +wt+ +a@ +? = +++ Uta), 
habetur e (9.) etiam pro functionibus X (u): 
X(u-ta) X(u+b) X(a+b) h 2 ; 
ll. % X Nox en — 1+%?*sinamasinamb sin am u sin am (ut+a+b). 
Si functionem in Fundamentis adhibitam ®(u) introducere placet, habetur 


—E 
pro r— IK?’ 








unde e (11.) prodit: 

12 &(0)9(u+a)9 (u+b)O(a+b) 
E OaQb Qu O(u+a+b) 

Posito 


= 1-4+-k?sinama sinamb sinamu sinam (u+a+b), 





=, = 1 








du ? 


ur 
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elliptie. fundamentales, 





habetur Y 
(u) _ SL (u) E 
i Ok) Ra ee E()— Z. u 
unde 
E(«a)+E(b)+E(u)—E(u+a-+)0) ans at ar 1 ne ee, 
a Yu a > 


Porro si, uti in Fundamentis, ponimus 

h H<(u) = yksinam(u) 2 (u), 
erıt 
k? sın am(a-- b) sin am(u--e) sin am(u--b) — vk. Seh AN) ee) 
unde e (7.), (12.) prodit: (a+5)O(u+a) Gu+b) 


Q'a FR. Fb Ou__O'lu-ta+b) — y/ 9 (0)H(a-+ b) H(u-+ a) H(u-t+-b) 
9a Ob Ou O(u-a+b) x QaOb Ou Y(u+ra+b) ‚ 
sive cum sit (Fund. pg. 184): 


Yk.9(0) = H‘(o), 




















prodit formula: 
13. Ja EN nd WA u _9u-+a+b) ZUR H'(o)H( (a+Db) H(u-+.a) Hfu-Fb) 

9a Ob u O(u-Fa-+b) en OuO(u+atb) u 
quam. data occasione adnotare volui. 

Dedi olim sine demonstratione expressiones algebraicas generales 
radicum aequationum 2" gradus, quae transformationem functionum ellip- 
ticarum concernunt. Quae formulae, quae spectari debebant ut id, quod 
hactenus in theoria functionum ellipticarum maxime reconditum est, per 
prineipium novum ac latissime patens a me inventae sunt; post ope for- 
mulae memorabilis (10.) eas demonstratione maxime eleganti atque ele- 
mentari comprobare contigit. Quod suo tempore in lucem proferemus. 


Regiomonti 21, Sept. 1835. 
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14. 

De evolutione expressionis (+2 2/cosO +274e0s9)" in 
seriem infinitam seeundum cosinus multiplorum 
utriusque anguli 9, 9 procedentem. 

(Auch Dr. C. G. % Jacobi, prof. math. Regiom.) 





t. 


Eieresiam olim in Exercitiis Calceuli Integralis, repetitam deinde in 
Opere de Functionibus Ellipticis, conseripsit ill. Legendre disquisitionem 
de evolutione expressionis 
(1—?2acosd + a)” 
in seriem infinitam, secundum cosinus multiplorum ipsius ® procedentem. 
Facile perspicis, principia disquisitionis extendi posse ad evolutionem dig- 
nitatum expressionis magis complicatae, ex. gr. ad evolvendam expres- 
sionem 
(a +bcos®-+csin®+dcos®’d-Fecosdsin® + fsin’®)"; 
quam quaestionem valde utilem sollerti nuper discipulo commisi, qui mox 
ea perflunctus erit. Quamvis vero in his quoque rebus gravia restent, in 
quibus tractandis a novis principiis proficisci debes, hoc loco ad alius ge- 
neris disquisitionem methodos viri illustris applicabo, videlicet ad evolutio- 
nem dignitatum expressionis duos angulos involventis, secundum utriusque 
anguli multipla instituendam. Expressionem autem, ut in re minus nota, 
simplicissimam elegi hanc 
(14271 c0osd + 21" c0s®')”, 

in cuius evolutione hoc loco acquiescam; theoremate quaedam de expres- 
sionibus complicatioribus a me inventa in alia nuper commentatione indicavi. 


Evolutionum seecundum multipla unius anguli procedentium cocfh- 
cientes omnes ad numerum earum finitum revocari possunt. In evolutio- 
nibus secundum multipla duorum angulorum procedentibus, cum coefficien- 
tes sint numero dupliciter infiuitae, dubium oriri potest, an una pluresve 
series coefficientium simplieiter infinitae cognitae esse debeant, e quibus 
reliquae determinentur, sive et hoc casu numerus co@fhicientium linitus re- 
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liquis omnibus determinandis suffeiat. Nam si evolutionem secundum 
multipla alterius anguli ordinas, et per methodum vulgarem relationem 
inter co@!licientes quaeris, videbis, co@fficientes evolutionis propositae for- 
mare series dupliciter recurrentes, quarım termivi assignari omnes non 
possunt, nisi eorum infiniti numero dati sint. Sed cum evolutionem se- 
cundum alterum quoque angulum ordinare liceat, alteram eruis relationem 
ab antecedente diversam; quo intelligitur, coöfficientes evolutionis propo- 
sitae formare series duplieiter recurrentes secundum duas scalas inter 
se diversas. Keneraliter 'quidem eiusmodi series duplieiter recurrentes 
formari non possunt, quae duabus simul scalis quibuscunque satisfaciant. 
Est enim problema plus quam determinatum, sive unusquisque terminus 
ad antecedentia pluribus modis revocari poterit, unde fieri potest, ut ex 
aequationibus inter co@fficientes, quas duae illae scalae suppeditant, aliae 
aliis contradicant. Si vero, ut in quaestione nostra, eiusmodi series re 
verä dantur, aequationes, quas duae scalae suppeditant, cum sibi ipsae 
contradicere nequeant, aliae aliis contineri debent, sive complures ex ea- 
rum numero erunt abundantes. Videbimus igitur, per alteram scalam 
coöffieientes numero dupliciter infinito ad series earum unam pluresve sim- 
plieiter infinitas revocari; aequationes deinde, quas altera scala suppeditat, 
pars ulteriori reduetioni adhiberi poterit, pars abundabit. Qua reductione 
ulteriori, facile tibi persuadebis, quaecunque sit expressio cosinuum vel 
sinuum duorum angulorum rationalis finita, cuius potestas secundum mul- 
tipla utriusque anguli evolvenda proponatur, perveniri ad co@fficientes nu- 
mero finitas, ad quas reliquae omnes revocari possint. 


In casu simplici, quem hie consideramus habentur duae relationum 

scalae inter quinque co@fhicientes 
Piös Pi-ı,vs Pirvs Piov-9 Piöris 

e quibus unam eliminando, quinque alias deducere licet, quarum binae re- 
liquarum locum tenent. Alterius relationis ope co@fficientes omnes ad duas 
earum series simpliciter infinitas ?;,o, ?;, revocari possunt; quarum deinde 
termini omnes per alteram relationum scalam ulterius reducuntur ad qua- 
tuor, ex. gr. ad hos, 


Po.o» Poıs» Pıos Pyıv 
Praeterea aequationes ex altera scala proveniunt numero dupliciter infinito 


abundantes. Quae quomodo reliquae contineantur, accurata ratiocinatione 
demonstravi. 








; % 
; 

R 
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14. C. G. J. Jacobi, de evolutione expressionis (+21 cosp +21 cosp‘)". 207 


Numerus coefficientium, ad quas reliquae omnes revocari possunt, 
constare nequit, nisi antea constet, quaenam aequationum, quae inter cocl- 
ficientes evolutionis locum habent, abundent seu ex reliquis sponte fluant. 
Nam unaquaque aequatione, quae reliquis non continetur, ille numerus 
unitate minuitur. Sive autem ad calculum co@ffhicientium illis reductionibus 
uti placet, sive non, id semper gravissimi momenti est, ut bene scias, ad 
quemnam earum numerum omnes revocare liceat. Distinctio ista in aequa- 
tiones ad reductionem coe@fficientium necessarias et in aequationes abun- 
dantes seu superfluas in casu nostro simpliei sine magna diffieultate transige- 
batur; sed in casibus magis complicatis fieri vix potest propter calculos 
inextricabiles, ut generaliter ex ipsis aequationibus cognoscatur, quaenam 
reliquis contineantur. Qua de re ipsas examinavi aequationes duas difle- 
rentiales, e quibus relationum scalae petuntur; quo facto regulam genera- 
lem inveni, qua aeımationes abundantes a necessarlis distinguantur, quam- 
vis complicatae illae sint expressiones, quarum potestas evolvenda propo- 
nitur. Se iunetis igitur aequationibus abundantibus, in reductionibus per 
reliquas efliciendis non metuendum est, ut in aequationes incidas identicas, 
sed regulae illius benificio tuto et sine omni ambiguitate ommnibus casibus 
numerum minimum coefficientium assignare vales, quibus reliquae omnes 
determinantur. 

Ex aequationibus, quae e duabus relationum scalis sequuntur, aliae 
innumerae formari possunt, quarum eas prae caeteris consideravi, quae alte- 
rum indicem eundem habent, sive ordinata evolutione secundum cosinus 
multiplorum alterius anguli, qui in functiones alterius anguli multiplicantur, 
secundum eosinus multiplorum eius procedentes, relationes inter cocffi- 
cientes harum functionum unius anguli investigavi. Relationum scala, quae 
icvenitur, est inter quinque terminos se proxime insequentes, qua omnes, 
uti fieri debet, ad quatuor revocantur. E qua deinde scala aequationes 
differentiales deduxi, quibus functiones illae satisfacere debent; quae tertii 
ordinis inveniuntur. Ubi vero aequationes illae differentiales directa via 
de aequationibus duabus differentialibus deducuntur, e quibus duae relatio- 
num scalae fluunt, aequationes diflerentiales assurgunt tantum ad ordinem 
secundum. Sed accidit, ut relationes inter co@fficientes functionum illarıum 
unius anguli ex aequationibus differentialibus secundi ordinis magis com- 
plicatae evadunt, quam quae ex aequationibus differentialibus tertii ordi- 
nis prodibant. 








208 14. 0.6. J. Jacobi, de evolutione escpressisnis (I + 2% cosıp +2 U cosıp')=". 


Sub finem adstruxi formulas, quibus co&fhicientes evolutionis ex- 
pressionis 2 -+ 22’cos® +2!" cos@'Y""+V, quas 9;,, dicemus, per ipsas p; ;. 
sive per coöllicientes evolutionis ipsius (2 +22’cos® + 21” cos®')” expri- 
mantur. Quod fieri posse, facile patet. Harum enim expressiones per 
illas faciliime inveniuntur, scla multiplicatione per /--2/’cos® --21''cosQ' 
lacta. Unde quatuor coöflieientes ?,;, si per ipsas 9; ,. exhibemus, quae 
et ıpsae ad quatuor revocari possunt, singulas 9; ex ipsis >; , per resolu- 
tionem quatuor aequationum linearium obtines. Qua in re circumspectione 
quadam agendum est, ne in calculos prolixiores incidass. Per considera- 
tionem valde facilem et directam inveni quatuor aequationes lineares sim- 


plieissimas, quibus P,., Poyes Piz Pi,» Per Go, Yin Gy 


9;_1,._,ı exprimuntur. (uae formam curiosam habent: 
ew+bx+-cy-kiz = t, 
bw-+ax--hdy+-cez=t‘, 
cew--dxs+ay+iz =!t), 
dw+cx+bytez=t, 


in quibus adeo d=0; quod aequationum genus per solas additiones et 
subtractiones eleganter resolvitur. 

Quoties problema a resolutione aequationum linearium pendet, ho- 
die seorsim examinare solemus casum, quo resolutio fit illusoria, sive quo 
denominator valoribus incognitarum algebraicis communis evanescit. Qui 
casus in hac quaestione obvenit, quoties valor absolutus ipsius 2 aequat 
summam valorum absolutorum ipsarum 2/’, 22”. Quo casu memorabili 
ducimur ad novam relationem inter quatuor co@fficientes, ad quas reliquae 
omnes revocari possunt. Unde eo casu coe@fficientes omnes revocari pos- 
sunt ad tres. Jam ipsas formulas apponamus. 

2. 
Propositum sit, expressionem 
A” = [1 +2/'c0osd +21 cos] 

in seriem infinitam evolvere, secundum cosinus multiplorum utriusque an- 
guli ®, ©’ procedentem; quam seriem repraesentemus per formulam: 

NT 5 Pix ect Wi, 
desienante e basin logarithmorum naturalium, atque indicibus ’, 2° tributis 
valoribus omnibus a — x usque ad +x. Cum in evolutione proposita 
tantum cosinus angulorum inveniantur, fieri debet 


P;.w — Pi—i u Pi, De Pit s 
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unde si ipsis 2, 2” valores tribuuntur a 1 usque ad ©, seriem propositam 
etiam hoc modo repraesentare possumus: 

a” = mo t?rzpio c0s!D +2Z po, 0082’®' +42 p,;c0si® cosi’d', 
Coefficientium p;,, habetur expressio per integralia definita, 


m ZEN? 
EI Is TFT sp 2rr sg" 


Quae integralia demonstravi nuper transformari posse in hae: 


2, p; „= (—2)i+r n.n+1.n+2...n+i+ti/—1 zii TE Te sin®ip aim?) p' dep dr | 
„ nı® 1.3... i—1.1.3... 1 o o [!+2Fcosp +21 cosp’ ++" © 











Relationes inter co@fficientes evolutionis ?;,;. nanciscimur hoc modo. 


Statuamus Ü=A", erit 
dU ,.dA z„r _ d.AU dA 
A.— tn U m - a le == 0, 











3 dp dp d 
< dU dA d.AU ‚| dA 


In quibus aequationibus substituamus expressiones 
T PER 7 ep PR | Ka E er Sa Fi yV— if tr 
UV = Ip, „elett or } A= IL 1'(er +e yY 1) 7(erV ILe ey N, 


dA Run ua dA rl nd 
Fr A, (eh A—_er 1), 3 = vy—1l'(eY-1 er), 


quo facto si statuimus prodire: 
0 AU En yo 2, 











4 Br 
e d.AU dA KRRRuTTn 
— — . pn m und m 7 (p+igyV—i 
0 Io +(n N) ag U=y—i zh;; e R 
inveniftur: 


= 8, = ill Hl pet + Bra p)] 
- +(r—1)/ Pi,” —Pi4,0]» 
0 hi = “llp;: +/ (Pi-,.t Pi+1,.) + (pi -1 + Pirr)] 
+(r 1)! Tps1— Pirzils 
sıve 


FE arg Up pt Pr TEHRN) pi, + @—n+1) pirel, 
Noah ip pt Pi) + TE Hrn NYp+@—n+ Pi]. 
E (5.) facile sequitur: 


Aa: .q,, 
- #) um.f.; an Ugi,v—ıhiv 
de af 2" Ace n—1 


= (pn — Pipe) EU" (Pa — Pi); 





de qua aequatione exponentem 7 et constantem / prorsus abiisse videmus. 


Porro sequitur e (6.), (7.): 
Crelle's Journat d. M. Bd. XV. Hft.3. 28 
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9 Sat lpt p HTEtr—Dpzate Hin +Dp;r))» 
, JO= hit. = lin Up H NP ++ pe) 


"3 = —/i ti, v4 Up; +22" p Piw- lt IE — "+n—1)p:,,+@ + —n-+1)Ppir,) 
‚= Su tg io = = ıllp,a +2 pi) + I [Et +r—V)p,. te U! —n+N)pir,.]- 


Duae aequationes (9.) sive (6.), in quas primum ineidimus, sunt inter 
quinque terminos P,%, Pi-yvs Pifiws Pros Pop) Quarum unam si elimi- 
namus, quod quinque modis fieri potest, pervenimus ad quinque aequa- 
tiones (7.), (8.), quae tantum inter quatuor terminos sunt. Septem ae- 
quationes (6.), (7.), (8.) omnes e duabus quibuslibet ex earum numero 
proveniunt. Si vero datum supponis, haberi p,,=p_;., aut pP. =Pi-s 
suflicit unica aequatio. Nam si 7,.= p_;,, mutato 2 in — aequationum 
(8.) duae priores; si ?,,= Pix, mutato 2’ in — :’ aequationum (8.) duae 
posteriores in se invicem abeunt. 

Formulae (7.), (8.) exceptionem pati videntur, si a=1; eo enim 
casu duae aequationes (5.) seu (6.) in eandem abeunt, neque fieri potest, 
ut reliquae ex iis deriventur. Ned observo, aequationem (7.) etiam di- 
recte derivari posse ex aequatione differentiali, quae generaliter valet, 


quaecunque sit U ipsius A functio: 
9 dA dU Pi dA daU di 
2 do dp' dy'’dp , 
quippe quae casu nostro, substitutio ipsarum A, U expressionibus, facile 
suppeditat: 





dä au _ dA dU — If; et WA — 0, 
dp'dp' dy'dp 
unde etiam pro 2=1 habetur f;.=0, quae est aequatio (7.). Cuius 


ope deinde reliquae aequationes (8.) demonstrantur. Casu igitur 2=1, 


10. 





habentur e (6.), (7.) inter co@flicientes evolutionis ipsius 





1 Ggp+ir VW 
A (p-+1’y) 1 
I+-27 cosp+ 21" cos p‘ Er z pi: 4 d 
aequationes 
11 (0 = Ip» +! (wat pt "(Pie t Pit) 
|’ ! = (pw — Pixiie) ee, (Pia Pati) 


quarum prior etiam de aequatione AU=1 derivari potest, quae simul 
eius exceptionem indicat, quae pro i=.i'=0 locum habet. Quo casu 
aequationis illius expressio ad dextram non eyaneseit, sed unitati aequalis 
fit, sive habetur: 


12, 1 = !p0+27!'p,.+22"pPo,1» 
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Videamus iam, quinam sit numerus minimus coefficientium p;;, ad quem 
b) Pi; ’ q 
per relationes inventas religuae omnes revocari possint. 


3. 

Ex altera aequationum (6.), ex. gr. e prima g;,=0 patet, coöfh- 
cientes omnes p;,;. lineariter exprimi posse per p;, et Pi; quippe quae 
formula generaliter docet, quomodo per co@flicientes p;,_,; P;,, eo@flicien- 
tes ?;,,4, Sive etiam per ?;.41, Pi, IPsae ?;._ı lineariter exprimantur, Ut 
vero co@flicientes ?;,0, ?;, ulterius reducamus, advocanda est altera aequa- 
tionum (6.) 4,0. In qua si primum ponimus !’=0, prodit >, ‚= 
Pi, unde si idem facimus in aequatione g;,.=0, prodit: 


13. 0 = i(lpo +2’ pH (Ed +Rn— 1)p,_, t@ —nr-+ 1)p:+1,); 
euius formulae ope co@fficientes p;, iam ad coäflicientes P;. revocantur. 
Porro in aequatione 7;,=0 statuamus ?’=1: ex aequationibus g;, = (0, 
h;ı =0 derivantur quatuor aequationes (8.), in quibus ’=1 ponatur. 
Quarum tertia suppeditat: 

14. 0 = illpat+ 2 Po) HE rR—2)p FE—Rr + par) 
cuius aequationis ope vice versa co@fhicientes >;, per ipsas p,;, exhibentur. 
Utraque (13.), (14.) iunetim adhibita, facile e quatuor co@ffieientibus p,.,, 
Pos Pıos Pi, reliquae ?;0, Pi, determinantur, in quibus 7>1. Posito enim 
in (13.), (14.) 2=1, habentur p,,, ?21; posito deinde =, habentur 
Ps» Ps, et ita porro. Nec non ex aequationibus appositis facile demon- 
stratur, quod natura evolutionis propositae poscit, haberi generaliter : 

Pi» = Pie = Pa = Pie 
Unde quaestionem restringere licet ad eum casum, quo 7, 2’ valores posi- 
tivos habent. 

Prorsus eadem ratione ope aequationum 3,,=0, Au. = 0, = 0 
coöffieientes p;;. omnes ad quatuor reducuntur. Nam e g,,=0 omnes 
ad Pu, Pı,, revocantur; porro e 9,0 fit ?_,,. = Pı,., unde ex aequa- 
tione A,, 0 revocatur ?,,. ad ?,,.5 denique sie g,.=0, A,.=0, de- 
ducimus primam ($.), etiam ?%,. ad ?,,, revocari potest. Utraque aequatione 


0 = (Ip +2!) + (ER —Dpoi + —R+ NP): 
0o= (Ip. +2! r,0)+ Fir MY, te —n +2) Pi) 
iunctim adhibita, co&fheientes ?,,., ?ı,., ad quas reliquae omnes p,,., re- 


vocatae sunt, rursus ad quatuor Ps Pos Pı,0> ?ı,ı, Slcufi supra, revocantur. 
28 * 
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4. 

Aequationibus g,.=0, A, ,=0, A, =0, vidimus coefficientes p;; 
omnes per quatuor determinari; sed ut certum sit, hunc esse numerum 
minimum co@ffhieientium, ad quas reliquae revocari possint, insuper demon- 
strandum est, aequationes reliquas 7;.=0 ex illis sponte fluere. Nam si, 
ope aequationum illarum ipsis ?;,;. expressis per quatuor ex earum nu- 
mero, vel una aequationum 7;.=0, in quibus ’>1, sive 2’<{O, non eva- 
deret identica, haberetur nova inter quatuor illas co@fficientes relatio, ne- 
que is foret minimus co@flicientium numerus, per quas reliquae deter- 
minentur. 

In finem propositum demonstrabo, si aequationum (6.) altera va- 
leat pro omuibus ipsius 2° valoribus, altera vero loco :’ posito et :’ et 
’’—1, eandem valere, loco :’ posito 2’+1. Quoties vero aequationes 
(6.) valent, loco :’ posito et :’ et :—1, pro iisdem ipsius i’ valoribus 
valebunt aequationes (7.), (8.); et vice versa, si demonstratum erit, unam 
aliquam aequationum (7.), (8.) valere loco :’ posito ?’-L1, cum altera 
aequationum (6.) pro omnibus ipsius 2’ valoribus valeat, etiam altera ae- 
quationum (6.) valebit, si loco 2° ponitur ’-H1. 

Profieiscimur ab aequationibus, quae e (7.), (8.) proveniwmt: 
a) = — fe th 
’lp. + 2’p;:] + +i+ n—?2)P-oıt ((—i—n-4t Pe], 
b) = Sir + 8;,-1 
! Yp.oıt?2 2 Pi] +[le@+U+n —- dpi rt G—-i’—n-4 2) Piz)» 


c) Ü = fir 
= llpı.. —Piz,] — 11" (pe Piz) 
d) 0= Sat har 


— Pfllpgue+ 2°] + 2 Wit 2) pa Hin Ypaz). 
E a), 5) sequitur: 
9) m ? (1 ze San FR?) Pi‘ -r vll ps ıl pr Pi,o—ı 
+ r" [(d’— i—n + 2) Por .. (2 —i—R + 2) Pi+yw-ılr 
quae formula e c) in hanc mutari potest 
0 = 4” — 11°”) Pit ll pp, — 211 Prior 
III + Ypoga -iHn+ YPansb 
quae tandem e d) ht: 
O0 = ? I U? po — 2 21 prozı 
+. (Win +) p_, mn — dir -+ 2) Par srı) 


i% 
24 
S 
er 
Bu 
A. 
& 
£ 
E 
x 
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BE an 
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sive divisione per 2’ facta, : x 
e) 0= Fir — ir 

=" (I Piz +2" ji) + N Ke’— sn + 2) Pı-ı,ir1 —(i+ in +9 Parirle 
Videmus igitur, ex aequationibus «), 5), c), d) sequi aequationem e), 
unde si pro omnibus ipsius zZ valoribus habetur g;,.,=0, 9, =0, girzı 
=U, hie = 0; h;, = 0, ideoque e (7.), SO; Fir 0, erit etiam 
Fir =0 sive Ay =0,  d. e. Et cum etiam ex aequationibus e), 
c), d), e) sequatur 5), eodem modo videmus, ex aequationibus g;,._M=0, 
2er 0, ra =0d, Ar =d, h;r=0 sequ A, 0. Unde si valent 
aequationes g;,=0 pro omnibus ipsorum 2, :” valoribus, porro: habentur 
pro omnibus ipsius 2 valoribus aequationes A,,—=0, h;ı==0,; generaliter 
etiam pro omnibus ipsorum 27, 2° valoribus (et positivis et negativis) vale= 
bunt aequationes A,,=0. Hine cum ope aequationum g;,,=0, hu,=0, 
Ah; =0 eoäfficientes ?;;, omnes ad quatuor ex earum numero reducantur, 
patet, eum numerum per reliquas aequationes h;.= 0 ulterius reduei non 
posse, quippe quae illis ex illis sponte fluunt. ÜUnde etiam, si per aequa- 
tiones 9, —=0, hu=0, hi, =0 coefficientes omnes (per quatuor expri- 
mimus, earumque valores ita expressos in aequationibus 2;,,=0 substitui- 
mus, in quibus 2° >1, sive 2’<TO, aequationes illae identicae evadere debent. 

I 
UÜt ex ipsis 20,0» Po» Pı,0o» Pı,, deducantur valores ipsarum p;;, 

quae indices proxime maiores habent, adhiberi possunt aequationes, quae 
e (8.) fluunt: 

put? ” Pııt nl’ po B 

Ip, + 2!" pin + Ri poo > 

Ipat2ipat (a—1)!" po» 

Ip. + 21" pıo +(r—1) 2 po, 5 
pa +4 ma tr + NM" po; 
2!p0 #4" pa + Ra HD pıo > 


(a— 2) 1" po% 
(n—?2) U po 
(n—3)1'»,, 
(n—5) U’ Pa: 
15. (na—3)1 pas 
(a—3)1 po 


DAN UNUN 


(u— 4) 1 p2% Ipat2F put R—NY' po, 
(n—4) 1 pp Pia tr 22 Pia + (R— 2) "Po2» 


etc. etc, 
Si in duabus aequationibus postremis substituimus ipsarum Pony P2o» Pırs 


p:,, valores per Pu» Pos» Pıos Pı, eXpressi, quales per aequationes ante- 
cedentes exhibentur, duo ipsius ?,. valores, qui inde prodeunt, erunt iden- 


tici;; unde earum aequationum. altera abundat, 
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Quatuor co@fficientes, e quibus reliquae ‘determinantur, generalius 
statui possunt 


Pie» Piüv-ıs Piyoy Pi-yiomı BIVO Pro, Propts Piko Pitıipis 

sive quatuor, quae alterum indiceem eundem habent, ex. gr. 

Poo» Po» Por» Pos SiVe Poo> Pı,o» P20» P3093 
sive generalius quatuor quaecunque p,03 PB,# 3 Pyys» Ps,5, inter quas 
nulla habetur relatio. His enim per ?,0> Poı > Po» Pı,, eXxpressis, hae 
vice versa per illas exprimi possunt. Quibus expressionibus substitutis in 
valore co@fficientis cuiuslibet p;;, per P0,0> Poıs Pıo> Pıı eXhibito, habe- 
bis p,;. per Pau» PAR» Pyy» Ps,” eXpressum 

At quatuor illae coölficientes, e quibus reliquae determinentur, non 
eligi possunt e numero co@fficientium 

Pie» Pi-rus Pipies Piisıs Piiotıs 
inter quas duas aequationes (6.) invenimus. Nam inter quaternas ex ea- 
rum numero una habetur relatio, neque ex iis ullam, aliam deierminare 
licet nisi quintam. 

Casıu speciali, quo 7 numerus integer positivus aut negativus alia 
insuper excludere debes co@lficientium systemata. Ex. gr.,, in=?2 aut 
n= 3, excludere debes systema co&@fficientium ?,0> Po» ?10 > Pıı > Quippe 
inter quas e (15.) si a=2, duae habentur relationes: 

0 = /mıt+ 2 pıı + 22" po; = lpn +2!" pt 2! po; 
sin=3, una relatio: 
0 = /pıt+2lpt+2!"pio» 
Innumera alia systemata Zrzium co@fficientium, inter quas relatio linearis 
habetur, eo casu obtines, ponendo in (8) /=’+r—1, unde fit: 
16. = Ip; +n—1 + 2 Pirı, in + 21" p; ifn—2 ® 
Neque igitur, si 2 numerus integer positivus auf negativus, e quatuor cocl- 
ficientibus, per quas reliquae exprimantur, esse possunt tres, quae in (16.) 
inveniuntur. 


Statuamus, co@fhcientes omnes p;;. per quatuor ex earum numero 
expressas esse Ope aequationum; 

po = HA... p# H, ; .p’+ H;; p'+H;: To 
aequationes oMmnes (6.) et quae ex iis deduci possunt (7.), (8.), substitu- 
tis illis ipsaram p, , valoribus, identicae fieri debent, sive termini in p, p\, 
p'‘, p“’ ducti seorsim evanescere debent. Hine sequitur, aequationes (6.), 
nee non (7.), (8.) adhue valere, si’ im jis loco p seribatur aut A aut H‘ 


ddl 


p, u np; p 





A 
‘ 











gr 
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aut H“ aut 72’. Habentur igitur e (6.) inter. ipsas 77; , aequationes: 

17. 0=i]1A;,+1'H,,, +R;,:)]+ IE +r—DHı.+ Geon+ I)A;,.:-)l 
0= 1A, + (H_.+A a, )]) + Te +r—1) HA, + @—r +1) A;ar]. 

Quarum aequationum ope «uantitates omnes FI; per formulas plane eas- 

dem atque p;; e quatuor ex earum numero determinantur. - Et aequa- 


“ 


. . . [Z er 
tiones plane easdem habemus inter quantitates H;;., H;,;, H;;.. Si sta- 


tuimus | 
P=Pus Ps, PP PÜFPu 
erit: 
A, A,=HA,=H.=0, 
HA, H,u=aH,=A.,=), 
H,. ze 1, H,,, — Ä;, = A. = 0), 
Hal, Hm Hu=2H,=0. 
Qui valores omnibus H;;., H;:, H;;, H;,. determinandis sufficiunt. 


6. 

Vidimus antecedentibus, relationes omnes, quae inter co@fficientes 
evolutionis propositae locum habent, et quae ex aequationibus differentia- 
libus (3.) proveniunt, distribui posse in duas classes, quarum altera eas 
continet relationes, quae ad reductionem co&ffieientium ad minimum ea- 
rum numerum necessariae sunt, ef quarum nulla reliquis continetur; altera 
classis continet relationes abundantes seu quae ex illis deduci possunt, 
Cum vero pro expressionibus ipsius A magis complicatis ista deductis valde 
molesta sit, demonstremus, quomodo pro expressione ipsius A quacunque 
distributionem relationum inventarum in necessarias et superfluas ex ipsis 
aequationibus differentialibus petere liceat, e quibus relationes illae prove= 
niunt. Antemittimus observationes sequentes. 


Sint A, U functiones en Dd, © ren ac statuantur 











U „are a 
D = 1. ch” Zu (a—1)57 
br 2 d. er 
u hen ha lan — 7 En 3 ve a 
PD Be rn dy‘ +(r Dr 
erit 
d$ dP eh rue en dA dl 
dy’ dep dp dy ar RR 
ST WR VER L We EEREN LEW LE nu 
dp dp ig ap ap dgl 


; deoque 
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(1,1% An _ Nr - 


Fhhedeggt A) ba 








sive 





18. ee = Fr ER 
Si U=A", habetur identice ®=0, ®'=0, e quibus aequationibus, posito 
U = Zp;; eirtg W, 
duo proveniunt systemata aequationum, quae inter ipsas p;, locum habere 
debent. “ed ubi per alterum systema iam identice habetur ®—=0, erit 
etiam e (18.): 
9. 0= en = ln 155-9. 
Ope huius aequationis, posito 
DD’ = ZP,ewW-, 
coöfhieientes P; ad certum earum numerum revocantur P,, P,, P, cet.; 
quibus evanescentibus, omnes P; sponte evanescunt. Unde in altero ae- 
quationum systemate numero 7 tantum valores «, ß, Y cet. tribuantur 
necesse est. Kidem aequationi (19.) etiam satisfit, si loco ®’ ponitur 
A-"-®, unde posito 
AN = EB rt 

etiam ipsae 77; omnes ad F,, H,, H, cet. reyocari possunt. Qua de re 
habetur haec regula generalis: 

„Designante A expressionem ipsarum cos®, sin®, cos®‘, sin®', yguam- 

cungue rationalem, integram, finitam, sit ÜU=ÄA” in seriem evo- 

Juta Zp;.; ME ae substituta expressione prodeat.: 

N. dr n 1 = 2>g,; ‚eier VW tal: 
A. rd, Um EhyewteVn, 
statuamus porro, ie 
At) 35H. er-ı, 

coöfficientes, ad guas religuae H, omnes revocarı possunt, esse H,, 

H,, H, cet.: tum ex aeguationibus, guae inter Ipsas p,;„ locum ha- 

bent, g;:=0, had; Par—0, h,,=0 cet. religuae h,.= 

sponte fluunt; illae autem, nisi casibus specialibus exceptis, omnes a 

se independentes sunt. 

Quoties A formam habet 4+B co® +Csin®d, ubi 4, B, C sunt 


funetiones ipsius D‘, si ponitur 
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AD —_ SH, eV, 


notum est, e Z,, A, reliquas omnes H; determinari; quo igitur casu, 
sieuti in nostra quaestione, ad reductionem ipsarum p;,;, aequationes g;.—0, 
hr =0, A, =Ö et sulliciunt et necessariae sunt; reliquae 4,.—=0 illis 
continentur, 

Si r=1, aequationes, e quivus relationes inter ipsas p;,. peti de- 


bent, sunt 
dA dU dA dU 


ag dp ag ag 








KU = 1, 


Statuatur 
dA dÜU dA dU 
—l= —,—— — ,-—— =6 
AU—1 &, er Pa er PD’, 
erif 
dA d# dA d® 
dp "dp dyp'dy' 
Hinc, ubi per alterum aequationum systema satisfactum est aequationi 
®=0, sponte etiam habetur 


— AD, 








AP u 0, 
Huius aequationis ope, si statuitur 
am 4V—ı 

DB — EH,ew-, 
coöfficientes 7, ad certum earum numerum H,, H,, H, cet. revocantur, 
quibus evanescentibus omnes reliquae 77; sponte evanescunt; unde in altero 
systemate aequationum, quod e ®’—=U provenit, indiei Z isti tantum va- 
Isres u, ß, y cet. tribuantur necesse est, cum conditiones, quae reliquis 
ipsius 2 valoribus respondent, ex illis sponte demanent. Quae est regulae 
generalis modilicatio quaedam, quae casu 21 locum habet. 


Si per regulam appositam vel ullo alio modo aequationum, quae 
inter ipsas P;;. locum habent, distributio in necessarias et abundantes facta 
est, numerum ipsarum p;,;, ad quas reliquae omnes revocari possunt, et 
quae ipsae irreductibiles sunt, sine omni ambiguitate determinas. Quo 


numero invenfo, si ex aequationibus g;.—0, h;.—=0 ullum aliud systema 
eligere placet, cuius ope omnes p,,. ad illum numerum revocare licet, has 
quoque ut necessarias considerare licet, ac certo scis, reliquas illis conti- 
neri. Alioquin haberetur nova relatio, qua coöfficientes, ad quas reliquae 
omnes revocatae sunt, ulterius reducerentur, quod fieri non posse suppo- 
situm est. 
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— 


T. 

Per quartam aequationum (8.), 
=! pay tip) HT Hit Rr NP — it Rr—1) pin, 
termini, quorum secundus index 2’--1, per alios exprimuntur, quorum se- 
cundus index proxime antecedens :”. Quas expressiones si substituimus 
in aequatione 
0 = pa Pia) HI — HR 2) Pina + HER + Dpayizl 
quae obtinetur e tertia aequationum (8.) ponendo z’+1 loco 2’: provenit 
aequatio linearis inter eas tantum coöffieientes p;;, quibus alter index :’ 
idem est. Quae, indice omnibus co@flicientibus communi omisso post le- 
nes reductiones fit: 
20. 0=/'l[dr+l) (iti/+n-2) (= +n-2) part a1) -n+2) (it) -n+2)p4;] 

+ (?—1)1/’[2i+ Fe )P: NR RN 
+i2@?®— (a 1)’ — DH +4 1N]pi 

Cuius aequationis ope terminus quilibet p: e quatuor antecedentibus deter- 
minatur; per quam igitur omnes ad quatuor 9, Pi, Pr, P; revocare licet. 
Permutando 7’ et 2”, i et ’, e (20.) aliam eruis aequationem inter quin- 
que coällicientes 9.2, Pivr-ıs Pi» Pivts Por, Quibus prior index 2 
idem est. | 

Aequationem (20.) etiam sie exhibere licet: 

PIE HD pP: +@—D) pa —2ip] 
—= U’ [i LNG + na—Y) po. +Ü—Dei—nr+Ypa—:a—1) ip) 
+ 1) [EH2R pa +22 +2)Ppnl tr +2—419)p. 
Casu 2} forma etiam haec ei conciliari potest: 
a? — 2) 1°[G + pa +@—Dpa—2ip] 
= i@_1)[°(p,_ +9) +21 patpa) + +2" —41")p}], 

quae paullo simplicior est. 

Posito 

NT Um EP, 
cum sit e notatatione adhibita, omisso posteriore indice 7’, 
— p9-+?2p,cos® +?p,.cos2D-+2p;cos3d+...-, 

functionem P;, ope relationum (20.), quae inter co@fficientes p; locum ha- 
bent, per aequationem differentialem linearem definire licet. Quam hoc 


modo inquirimus. 
Aequationem (20.) in formam redigimus sequentem: 
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— [a+@ + Y+aaH NP HEHY pr 

— [. -— a’ — 2) Ha’ — 2) — C—-Y’V7 pn: 

+ EN +5 CH DH REHNP]27 pas 

+ EN" E-N+2E-NMUPpı+le i+eP]p; 
erit 


—= 3(i?” —n?), a = — (i"—n’—6n), a = —(In-4S5), 

b' = X(2n—1), bt’ = —(?n+93), 
ce = 2" — (n—1)]— (I +27 —41 1), ee HIV — Al, 
lam statuamus 

ell(pan—pim) = LZ; 
eV Ki+H dpa + a —Mp;_) +2 Ic +NDpa td -Dpoltep: = T;, 
eV’ IJE + N pa—d—2) po) + IE HD par —G—1) Pi-i I EL}, 
PIERRE’ pFOIPIEHD pi FEN pol-Hem tn 
erit acquatio proposita: 


REBEL ES, 











Habetur autem, ipsi 2 valores omnes a — x Pan: ad --00 tribuendo: 
: dP. . . . e.5., . 
), _—m—e —21D9D:8 . — = — B’p:cos’ıld 
P — 2» cos!D, dg p; sind. d Ti + P;CO: L 
BP; RT 
Sp: ) 
17 3 .’p;sin!D, 
unde 
— 2al'! sn?2d.P.; —= 3L/L;sin:d, 
F AP. Pr . 
— [?a 11 ceos?® + 2b 1l’cosd-+ ec] Ta Z_L;sin:d, 
1 2 5 KITIPER 
2[e a’ sin?® +11 sin®] — —= 3L;sinid®, 
j° P; ai 4 
[277 ROH end tee — SL”sinid. 
( 





Ouibus summatis, simulque ipsarum a, «@’ cet. valoribus substitutis, prodit 
e (21.) aequatio dillerentialis quaesita, qua functionem P, Bi licet: 


Pe ee ' > URN m + M + mu dP: 





dyp® 
siquidem statuitur: 
M —=—b(ü”— nn)!‘ sin?d, 
M =:2(i”"—n"— 67)!’ cos2Dd —4A(In—1) 11 cos® 

— ??— (an —- U HI HU — 4, 
M' = — 22a +3) VsnC +! sin2d] = — 2(Qr+3)7 sin C ei 21’ cos®), 
M''— 21V’ cos?!d +4l cos d UI + UV’ — 4111 = (14V cosdy’— 47", 
Expressiouem 2‘ etiam hoc modo repraesentare licet: 


29 * 








A 
3 
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M'— (!+U' cosd?— 41’? — 41” — (a1?) 7° sin’® — Sn?’ cosd(1--' cos®). 
Permutatis in aequatione diflerentiali 7’ et !”, vet’, ® et ®', alteram 
eruis, qua definiuntur functiones ipsius ®’, quae in evolutione proposita 
in cosinus multiplorum ipsius ® multiplicantur. 

Integratio completa aequationis differentialis tertii ordinis propo- 
sitae non nisi casibus specialibus succedit; sed eius unum integrale primum 
obtinebimus sequentibus. 





8. 
ÖOperae pretium est, ex ipsis aequationibus (3.): 
daU dA AU dA 
Be U= he Ze. or 
Er 1 n: 0, Fr er U 0, 


via directa derivare aequationem differentialem, qua functio P; definia- 
tur. Quae simul methodus casibus, quibus A formam magis complica- 
tam habet, adhiberi poterit, quibus casibus methodus, qua autecedentibus 
usi sumus, nimis molesta foret. 

Sit rursus 


AT—=U— EPewV-, 
ac pomatur 
+21 cd = 4, A= 4-+21” c0s®", 


P PR dop’cosig! 
de * o [2-4 21 cos p‘ ]"" 


Expressionibus ipsarum A, U substitutis in duabus aequationibus differen- 


unde etiam 





tialibus, habentur aequationes duae: 
0O= ’[4P,+1'(P,Ü+Poy)] +(r— 1)" (PL, —P;y) 


PL 2 77 i (@ P;=ı d eu) dd 
" er dp Ka dp + dp en FT Teiche 


QOuarum priore diflerentiata, ope posterioris provenit: 











| 














‚dA 7 d 7 (St Sea 
N FÜR, ae 3 re en ). 
Statuamus 
BR. 0 Be u 
FB, 7 Beuel, ie en 
Bo eu PN, 
rt Fr ge: 
e duabus aequationibus proxime antecedentibus provenit: 
2" P,, = — AP, +W—n)4'P;, 


2" PB, = — AP. —Ü+n)4'P,;. 
Si in priore loco :’ ponimus 2’+1, prodit addendo et subtrahendo: 
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U 


UP = —APR u +@—nr+1)4 Pu; 
ex hac et posteriore eliminata P;1, prodit: 
— 21" —n +1)4 Pay = (£—4l")P,+W@+n)AA'P;, 
sive 





— 1 n +1) Pu = EFT. P,+@+n)AP,, 
qua differentiata obtinemus: 
Ar 4 zu A" A2—4v®) |. Ei 

BR + [- I +@4n+24|f+@+m 4 P; 

= — "W’—n+1)Py, = —n+H1)[4P,+(@+n)4'P;], 
unde, multiplicatione per A” facta, 

23. 0= (L—4")A'P, 
+[— (2 — 41) 4" (2 +1) 44°] P,— (i? nn) A" P,, 

guae est aequatio diflerentialis linearis secundi ordinis, cui functio P, sa- 
tisfacıt. 








Aequatio (23.) valet, quaecunque in expressione 
A= 4-+21” c0s®d’ 
sit A ipsius ® functio; casu nostro substituendum est: 

A 2421 cosd, NM = —2/'sin®, A = — 21’ cos®. 
Quo cası ut et (23.) aequatio tertii ordinis (22.), supra per aliam metho- 
dum inventa, deducatur, aequatio (23.) rursus dilferentietur, quo facto, 
cum sit A’ = — 4° termini omnes per 4’ dividi poterunt, unde prodit: 

4. 0= (L—4l")P, +(2n+3)44'P, 
1[4—41" — (i®— (n+1)) 4” + 4n 44") P,—3 (di —n?) 4’ 4" P,, 
quae cum aequatione (22.) convenit. Cuius igitur vice versa integrale est 

aequatio secundi ordinis (23.). 

Aequatio (23.), quamvis inferioris ordinis sit atque illa supra inventa 
(22.), tamen condendis relationibus inter co@fücientes evolutionis ipsius P, 
minus idonea est. Nam e (22.) petuntur relationes lineares (20.) inter 
guingue coe@fhicientes p; se proxime insequentes; contra relationes lineares, 
quae e (23.) petuntur, inter septerm erunt. Generaliter, designante P se- 
riem infinitam secundum cosinus sinusve multiplorum anguli ® proceden- 
tem, quae aequationi differentiali lineari satisfacit: simplicitas relationum 
inter coöfficientes ipsius P, quae ex aequationi illa differentiali petuntur, 
nullo modo pendet ab ordine aequationis differentialis, sed tantum a sim- 


plicitate expressionum ipsius ®, per quas in aequatione differentiali ipsa P 
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eiusque dilferentialia multiplicantur. Quae expressiones in (22.) simpli- 
eiores evadunt propter divisionem omnium terminorum, quam per 4‘ sive 
sin® facere licuit. 
9. 
Demonstremus jam, ee posito 
At — >»;  pligptig' A A-Rr+D nn =9;; € er 

termini 4; ex Ipsis Pi; RR determinentur. Ad quam deter- 
minationem hanc viam inire licet, 


Habetur, integralibus a O usque ad 7 extensis, 


re /j "cosipcosUgy’dpdy 
Pi,i PO m, d An u 


La 1 "osipcosigp' dpdy‘ 
Gi. = n®, } Art “eg 


unde etiam, integrando per partes: 


ip u — A "N 2’ sinp sinig cost y' dp dy‘ 
7 Art 


21 sin p‘ sini/p’ cosiydy iM 


Art+ı 














Se 


—n 








ne 





U p;; 
ideoque, cum sit: 








n Y (+21 cosg +21 cos‘ ) eosip cost’ y’dy ap 
2 br 





N Pi, Artl 
erit: 
(n—1—iN)p,;; 
je cosi’p’ +2 cos G— 1) cosi’p’ +21” cos '—1)pcosiy]dydy‘ 
AH : 
sive 


n—i—ı du ) J 4 
u A P:i za Ig:: + 2 / di-,;: + 2 ie a 


Ponamus in Par antecedente primum 1 —2 loco z, deinde 1— 
loco :‘, denique simul 1— 7 loco z, 1—1' loco 7’; unde, cum Pir, g;,; non 
mutentur, indicum signis in opposita mutatis, prodit systema quatuor ae- 


quationum: 





IE ne ea Mlgunng: 
| a pP. = 2: + 4-1: +21", 
75 
ut ba rin Pic = 2 gG;; FT Er 
— tz «-P; 1,” = 2 gi + 27 Gi, ar l Jimi ? 
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QOuarum aequationum resolutione co@fficientes g;,;. per p;,. determinantur, 


quod propositum erat. 
Ipsam resolutionem modo sequente non ineleganter transigis. Sta- 


tuatur: 

IV +U'"=h, I-WV—U'—h), TU UI, IV —- AU; 
per solas additiones et subtractiones e quafuor aequationibus propositis 
obtines: 


f k lg: ı’ + G:. 1,2‘ + Mi —1 + Gi -1,0- | 2 
n—i—i’ # a RUE N en. a n—I-Li 


s 2. 


n n 
h' er + 4:-,# 45-1 4i-,e] = 
n—i—i' wie n—1-K-i—i n— ii’ 


u ER 




















96 mn Pius n ET a Pins 
u ° > 
Klage tt Gi Gin) = 
n—i—ı n—1 +i—i' Mn ms Be ER, 
aan 2 ee Piss Pie lim) 


gi lg; — (1:1, — Qui z di-i, | = 
| a—i—i n—1-H—i n—1--i—i , 1 n— Bucht , 
A 








- ° — R E 1 Z 
7 2 n e nı Pi n 


Ouibus aequationibus respective per #, A, k, 4’ divisis, rursus per solas 








—1,.-]1 


additiones et substractiones, aeg 
1 

















N 
ie + FRI — 4h, 
t 5 1 1 pt 
Du At tat > Be 
27 L ı 
a a Ti 
1 1 1 t 
RT, 
\ k / k k'' 
obtines: 
n-i-i ‚ n-1+i-i’ ,n-I+i-i zu m-2Hti+i 
Give zus h. n Pit #. —— Pinot Rh“. n ’ ph“ Fre 
BE TEL 2...2 n-1+i-i’ u a n-2+i+ti’ 
9; 1, a — h . 7 Pi h . Kr rk 1, FL + . a aaa ML ı+ hi‘ . a P: 1, 


> er nd .f y) .4 7 
u „, n-A-+i-i n-I+i-ı 4 n-2+i+i 
a = h.— pa th. ——L po + h. ce en ; 


nr . rn n n 





; ie u „L:LYH 
SER fz, AI 16 Mn 1+i- -i’ yn- a a 1 ıi E n 2+i L 
Ni-1, 0.1 hı . Pi uhr‘ a Pi- w ‚— Br Pi, P:oiF ll. _———), 1.: 


n ua n n 





Quae aequationes omnns ex una derivari BR ponendo 1—: 
loco z, 1—!’ loce :’ vel simul utrumque. Statuto 





Pi,: 
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N= EA + +2) H+W—- AN) U HUN UA"), 
ipsae /, h‘, h”, h‘'‘ per 2, /’, 1 exhibentur per formulas: 























2 HE) _ Ute 
Zu 2N PER N ’ 
zZ ni —!l(k KK’ kt) "m BP [’—47?4-47'?] 
29,0 ® r 
zu _ + ’ (7 K’+ au kt) ee ap [?-+ 4 a Pr 
a” N ne N ’ 
zu — 1( KEHN—K w. LE sır w 
N m'#® 


Docent formulae antecedentes quomodo terminos quatuor p,;, Pi-i.; 


Pie,» Pi, Per quatuor terminos iisdem indicibus affectos (ir Br 
9,01» Ji-ı,.ı et vice versa hos per illos exprimere liceat, 


Pervenimus hac occasione ad systema quatuor aequationum linea- 
rium, quae formam euriosam habent, 


aw+bx--ey+dz= m, 
bBw-ax-Hdytez en, 
cw+-dxay+iz=pn, 
dw+ce$öytaz= vo. 


Casu nostro est d=0; sed methodus eadem casui applicatur generaliori, 
quo d non evanescit. Et aequationes inversae, quibus w, x, y, z per 
m, n, p, 9 exhibentur, rursus eadem forma gaudent. 


Siz=0, /=0, formulae inventae Br 






































Ei 0. Eh VRR 
(u, = I Po,0 1,0 ! 2) Po,1 + Pı15 
1 u hp 4 
90 = hp + — o+- Po,1 + 4 Pı,ıs 
af u n n 
30. ® £ 
Bu; u —2 1 
No eh “Po,0 + ” Eh Pııs 
2 zu B VA j 1-4, 
(u = poc + PERREL UHR 0. + hp. 


Ex aequatione 
k 19; “+9: + Got 9: -1, 1] 

ce BR une! Ben | n—2 ı 

ER „+ n zum Fr Dear m Pi, nt = + 2 nf 


= -p; 
PN N n n 











u u 12 | 


observo reliquas tres appositas eius similes per considerationem deduci po- 
tuisse, quae facile patet, mutato !’ in —!', ipsas 9; 5, Yi,;, Immufatas ma- 
nere, si / par, valores oppositos induere, si 2 impar, eodemque modo, mu- 


PR 
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tato 27 in —”, ipsas p;;, 4; immutatas manere, si .’ par, valores op- 
positos induere, si 2’ impar. 

Aequationem, qua supra p;,. per ipsas 4; ; expressimus, etiam hoc 
modo deducere licet. Ex aequationibus enim 





d . A» . £ ® . . 
ei 2: eV A — pr Gp+irgN) V— 
a v—1Zip,. et" — 2nVsin® Ig;, et) £ 
NT — Y—1Eip,, eat — QnP'sin 0'234, , estHV-ı 
ir sul Pi POT EIPER Gi, € , 
sequitur: 
27 ki n U (g; EN ” y' \ 
Ole Eu N dr du: fi-1, i- Yizı,w a Gi v1 Gi, 041) 


Habetur autem ex aequationum (4.) prima, posito 2-+1 loco 2, q loco », 
= e lg; . + 2 v G:-1,i) hr " de! — N) G: Fl 7 (@-- V— n) Girl , 
sive Hr 
Ü Lig: y + 2 2 Gi—-ı, u + 2 u" Gi, v-ı] un (2 + "— N) A lg: a G: rl $ 


unde prodit 





lg +2 rl ga > a Da A 
quae est aequatio supra alia methodo inventa. 
10. 

Seorsim considerari debet casus, quo N = kk’k"k'' —.0, sive una 
e quantitatibus A, 4‘, A, A’ evanescit, quippe quo casu solutio quatuor 
aequationum linearium propositarum fit illusoria. Et facile determinatur, 
quaenam e quatuor quantitatibus illis evanescere possit; nam cum in hac 
quaestione supponi debeat, ipum A\=!+N21'cos® +21 cos®’ negativum 
fieri non posse, ipsum / minor esse non potest quam summa ipsorum 27, 
27° positive acceptorum; unde quoties [+2 ’+2U'=0, bina signa + ita 
determinata esse debent, ut utrumme +7, +! sit negativum. Statua- 
mus 7‘, 2 positiva, quod licet, quia mutando ® in D+7, O’ in O’+r 
eorum signa mutare possumus: erit in casu, quem consideramus, particu- 
lari et qui limitem constituit, quo A semper positivum etiam evanescere 
potest, e quatuor illis quantitatibus ea, quae evanescere potest, 

KU=zEI- U =0. 
Unde prodit e formulis antecedentibus: 
32. (n—i— ")Ppi..— (r—1-+ —M)p—(n —1+.1— !)Pp; FR 
TrR—2+i+MN)p-,:-: =(. 

Ouae aequatio, posito =D, ’=0, in hanc abit: 


33: np, (R—1)(Ppı,0 + Po) + (—2)pı = 0. 
Crelle's Journal d. M. Bd,XV. Hit. 3. 30 
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Ouae docet, e quatuor terminis 94,0, Pı,0> Pos Pı, unum ad reliquos tres 
revocari posse, et cum termini omnes per quatuor illos lineariter deter- 
ıminentur, habetur theorema: 
„In casu limite, quo A=!1+21lcos®-+?21cos®‘, guod pro omni- 
bus ipsorum ®, ®' valorıbus semper positivum manere supponitur, 
etiam evanescere potest, coöfficientes evolutionis Ipsius AT”, secun- 
dum cosinus multiplorum utriusgue ®, D' factae, omnes per tres 
ex earum numero lineariter exhiberi possunt.” 
Ut in illo casu limite, quo !=21 +2", coölfhieientes finitae maneant, 
esse debet 2< 1. Erit enim eo casu, integrationibus a 0 usque ad 


extensis, 

. MT cosip cosı p'dpa a; -; 

Pie 72) U (I-- cosp)+ 21” (1 + cosp’ y.? 
sive posito 4’ = m’, 4" — mn P=2, ®'=2N2,//, erit 


. 2 pp? cos?iwp cos2i dw dw 
I); 
Pie o [m? co: cos zum m‘* cos? w]*" 


Functio intesranda. si 2 positiva, infiuita evadit pro iis ipsorum WU, \’ va- 
n ’ I ’ w 











“ - ST ® > . . . E 
loribus, qui a — infinite parvum diserepant; ut videamus, an Ipsum quo- 


que integrale ad valores illos extensum infinitum evadat, statuamus 














st 20 st oc! 
| z—— u — DW = ——— 
Y y. w’ - 2 uw? 
ubi zo infinite magnum; qua substitutione fit 
2: _ „zix 
cos dx dx’ 
—1) +2 ““ 1 
’: 7 —, r 
} m n2 ns an sr =" 
2 sı ze m | ,? 
IV WW 


Quod integrale extensum a z=0, x&’=0 usque ad ipsorum x, x’ valo- 


Pi 


* on Pe 9 “ [2 
res quantumvis magnos, eos tamen, pro quibus —, — infinite parvum 
- ’ I Ä w’ w 


maneat, aequivalet parti integralis propositi, quae ad ipsorum 4, '’ valo- 
res angulo recto infinite propinquos extenditur et quae sola in inlinitum 
abire potest, ab ipso autem valore integralis propositi p;,;, tantum quanti- 


’ 


. . X x 
tate finita discrepat. Quam partem, cum —, —- semper infinite parvum 
w 


maneat, exbibere possumus per a simpliciorem 
ir SI N dx da’ s 
Im? co? 2 m’? x’? ]” 


| 





Quae posito 


nz = rcos®, m'x' = rsin®, 
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» . st 
integratione secundum ® extensa a O usque ad CH secundum r a O us- 


que ad r, abit in hanc: 


(— 1),+: 4 ww? WW: dr dp bat (—1):+ 9 4 (ie ag 
® Ge Aa ol rn ai ie ge E ne ’ 


mm' m m! 





IWW o . . . u “ . ” 
quae, cum — infnite magnum sit, fit infinite parva, si 2<1, infinite 


magna, si 2 >1. Unde ipsum quoque integrale propositum p;;, cum ab 
expressione antecedente tantum quantitate finita discrepet, finitum manet, 
si a< 1, valorem infinitum induit, si z>1. 
Aequationem 
(n—i— ip RA T— N) pn + l—i)p;;_, 
+a—2+ + pm = 0, 
concludimus ex aequatione 
ni MN)p.— (1 Fi MP Hl —N)p;:_ 
+(n—2+ i+ M)pi-,r-ı == nk" [g:.; — Gi, Give + di-,.—] ; 
casu quo 4’—=1—2U/— 2’ evanescit. Hine dubium nasci potest, an 
aequatio illa valeat, si z inter O et 1; nam quia tum 2 +1 inter 1 et z, 
coüfficientes omnes g;,;, Infinitae evadunt simul cum 4 evanescente, ita 
ut fieri posse videatur, ut expressio 
v- [9;: ar Ii—ı,i as; G,—ı + G: 1,01 | ’ 
quam simul cum A’ evanescere statuimus, eo casu finita evadat aut adeo 
in infinitum abeat. Qua de re ut certiores fiamus, quaerendum est, qui- 
nam sit casu quo 1<{2<{? ordo infiniti, in quod p;, abit, simul atque 
rt’ I— 2U— 2 infinite parva fit. 





” ” . . m f 1 
Rursus designante zo infinite magnum, sit A" = 1 — U’ — = —, 
[AB 
sit porro rursus 4’ =m’, 4 =m", =?) DV’ =‘, erit 
Tt 7 
Ser, = IT  cos?iwcos?iw’ dv dw‘ 
Piw Pr 11 n® 
Dr, I + m? cos? w--m'* cos? | 
| 7z x , ı 2 . RP 
= —— — == — — — utur r ID: - 
Rursus ponamus = — — V=5 on, seq per ratiocinia ea 


dem atque antecedentibus usi sumus, valorem ipsius p;;. quantitate finita 
diserepare a valore integralis 





sh ” /f dxdx' 
Di if Ze an: 
(—1) a0 JJ/ (1 + m* x + m’? a’?]”? 
integrationibus extensis a e—=0, x’ =U usque ad valores ipsorum x, x’ 
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® . . x a’ ” [ 
infinitos pro quibus tamen ur infinite parvum maneat. Statuto rur- 


sus n2=rcos®d, m’x’—=rsin®, expressio antecedens, a P=0, r=0 
st 








usque adP=—-, r=r integrata, abit in hane: 
ne. maffedeig mE 2 Al)” 
mm! n?* A+r? 7 mm 'n '2—2n' \I+r? d 


quae expressio, per A’ = I—2! — 21" =, multiplicata, si 2 inter 1 et 


2, evanescit pro w infinito. Unde cum p;; ab expressione illa tantum 


quantitate finita differat, etiam A’ p;;, si 2 inter 1 et 2, sive quod idem 
est, A’ g;;,, si 2 inter O et 1, simul cum zw infinito sive 4’ evanescente 
evanescit. Unde videmus, quoties #”’=0, etiam si z inter O et 1, 
recte statui: 
Ri pa — a1 Hip. Rt Mpir- 
+(n—?2 ++ M)p_ 1 = kn (I te Net 91,1) =(, 
Regiom. d. 9, Oct. 1835. 
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15. 
Darstellung der Lehre vom Zuge; zur Einleitung ın 
die analytische Geometrie. 
(Von Hrn. Dr. G. /W. Müller, Capitain in der Königl. Hannöverschen Artillerie- Brigade.) 





1. 
Kine Linie stellt sich als Zug dar, wenn.ihre Ausdehnung im Raume 


als durch Fortführung eines Puncts beschrieben gedacht wird. 
u) 


Durch den Zug werden die beiden Endpuncte der beschriebenen 
Linie wesentlich von einander unterschieden. Der eine ist der Ort des 
Anfangspuncts, der andere aber der Ort des Endpuncts des Zuges. 
Der Zug selbst erscheint als Ubergang aus dem Anfangspuncte zum 
Eindpuncte, 

3 

Zwei Zuge setzen sich zu einem dritten, als Theile zu einer Summe, 
zusammen, wenn der Endpunet des einen den Anfangspunct des andern 
abgiebt. Unter AB sei hier der Zug verstanden, der # zum Anfangs- 
punete, B zum Endpuncte hat; unter BC der aus den beiden Theilen 
AC, BC sich zusammensetzende ganze Zug AC u. s, f. 

4. 

Die bei der Beschreibung der Linie durch den Punct in Anwen- 
dung kommende eigenthümliche Form der Fortführung, die den Übergang 
aus der Vorstellung des Puncts in die der Linie vermittelt, wird durch den 
geometrischen Grundbegriff der Richtung aufgefalst. Man kann sagen, 
die Richtung sei ein fortführender Punect. Die Richtung giebt in 
ihrer Vorstellung zugleich die Lage der Seite an, nach welcher hinaus 
die Fortführung des beschreibenden Punets in seinem Orte beginnen soll; 
und da der geradlinige Zug ebenfalls den besehreibenden Punet nach ei- 
ner bestimmten Seite aus seinem Orte fortführt, so dient ein in beliebiger 
Länge beschriebener geradliniger Zug als allgemeines Mittel zur Andeutung 
einer bestimmten, seinem Anfangspuncte beizulegenden, Richtung. Der 
Endpunct eines solchen Richtungszeigers pflegt in der Figur als Pfeilspitze 
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angegeben zu werden. Hier soll die Bezeichnung 4 den Punct A als An- 
fangspunet einer Richtungs- Angabe unterscheiden, so dafs ÄB die dorch 
den geradlinigen Zug von A nach PD festgelegte Richtung in 4 bedeutet. 
Unter parallelen Richtungen sollen im Nachfolgenden solche verstan- 
den werden, die in parallelen geraden Linien, von der schneidenden 
Linie aus nach einerlei Seite fortführen, 


7 

Sobald Lage und Gestaltung der Linie gegeben sind, in welcher 
ein Zug zur Ausführung kommen soll, so erscheint diese als die vorge- 
schriebene Bahn für die Fortführung des beschreibenden Punctes. Es soll 
danı der Abschnitt der Bahnlinie, der zwischen dem Anfangs- und End- 
puncte des Zuges liegt, in sofern er selbst als Zug aufgefalst wird, als 
die Grundgrölse des Zuges angesehen werden. Es giebt aber in 
jeder Linie für die einfache Fortführung des beschreibenden Punctes lüngs 
einem Abschnitte AB der Linie zwei Beschreibungsformen, indem sowohl 
A als B den Anfangspunct des Zuges abgeben kann. Diese beiden Be- 
schreibungsformen durchfahren die Linie längs ihrer ganzen Ausdehnung 
und unterscheiden sich dadurch von einander, dals sie die Folge der Orte 
umkehren. welche der beschreibende Punct in der Bahn nach und nach 
einnimmt. Wenn zu einem durch einfache Fortführung nach der einen 
Beschreibungsform gebildeten Zuge sich in derselben Bahnlinie ein zwei- 
ter, als hinzukommender Theil, mit der andern Beschreibungsform anfügt, 
so führt dieser ollenbar den beschreibenden Punct, mit Umkehrung der 
Folge, durch dieselben Orte in der Bahn wieder zurück. Es stehen 
also diese beiden Beschreibungsformen für die Hervorbrin- 
gung der Grundgröfse in entgegengesetzter Beziehung zu 
einander, und wenn die eine als Vorwärtsfübrung des beschreibenden 
Punctes angesehen wird, so erscheint die andere als eine Rück wärtsfüh- 
rung. Man kaun deshalb in jeder Bahnlinie, in Beziehung auf darzustel- 
lende Grundgrölsen, eine positive und eine negative Beschrei- 
bungsform unterscheiden. 


6. 
An jedem Zwischenpuncte in der Bahnlinie giebt es für die Fort- 
führung des beschreibenden Punctes z'vei der verschiedenen Beschreibungs- 
form entsprechende Richtungen, die daher, in Übereinstimmung mit den 





i 7 
N 
& 





a 
N 
‘ 

| 





15. Müller, zur analytischen Geometrie. 23] 


Beschreibungsformen, denen sie angehören, als positiv und negativ fort- 
führende Richtung, oder kürzer, als positive und negative Richtung 
von einander zu unterscheiden sind. 

Sobald in irgend einem Puncte 4 der Bahnlinie die positive und 
negative Benennung der Richtungen und damit die der Beschreibungsfor- 
men festgestellt worden ist, so ergiebt sich die an einem andern Puncte B 
in dieser Bahnlinie anzuwendende Benennung aus der Berücksichtigung, 
dals die von B nach 4 führende Beschreibungsform die entgegengesetzte 
von der aus „4 nach 5 führenden ist. 

T. 

Mit Beziehung auf die Beschreibungsform erscheint nun jede Grund- 
gröfse eines Zuges entweder als eine positive oder als eine negative Grölse, 
je nachdem die in ihr-vom Anfangspuncte aus führende Richtung die po- 
sitive oder die negative ist. 

Um diese Grölse vollständig durch eine Zahl anzugeben, hat man 
daher die Zahl, welche nach der zum Grunde gelegten Längen - Einheit 
die Linge des Abschnitts zwischen Anfangs- und Endpunct der Grund- 
vrölse darstellt, positiv oder negativ zu nehmen, je nachdem die Richtung 


BZ 


im Anfangspuncte positiv oder negativ ist. 
8. 


Setzt sich ein Zug in einer Bahnlinie aus Theilun zusammen, die 
theils der einen, theils der andern Beschreibungsferm angehören, so hebt 
sich in der Fortführung des beschreibenden Punctes selbst, durch die den 
einzelnen Theilen entspreehende Vorwärts- oder Rück wärts- Führung, 
das in der Zusammenfassung enthaltene Eutgegengesetzt-Gleiche eben so 
gegeneinander auf, wie es bei der Darstellung einer Summe von positiven 
und negativen Zahlen geschieht, wenn diese durch successive Summi- 
rung zur Ausführung kommt. Wenn also die Grundgröfse der einzelnen 
Züge durch die entsprechende positive oder negative Zahl ausgedrückt ist, 
so giebt die Summe dieser Zahlen die Grundgröfse des aus jenen ein- 
zeluen Zügen sich zusammensetzenden ganzen Zuges an. Da die Ord- 
nung der Theile keinen Eiufluls auf die Grölse einer solchen Summe hat, 
so können jene einzelnen Züge in beliebiger Folge an einander ge- 
reihet werden, ohue dafs dadurch die Lage des letzten Endpuncts sich 
änderte, sobald nur derselbe Ort der Bahn für den ersten Anfangspunct 
beibehalten wird. Oflenbar haben zwei zusammengesetzte Züge, die in 


®. 
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derselben Bahnlinie von einem gemeinschaftlichen Anfangspuncte 4 aus- 
gehen und zu einem gemeinschaftlichen Endpuncte B hinführen, wie ver 
schieden auch übrigens ihre Zusammensetzung beschaffen 
sein möge, eine und dieselbe Grundgröfse, nämlich die des einfachen 
Zuges, der den Abschnitt AB von A nach B beschreibt. Auch ist die 
Grundgrölse eines Zuges BA, der sich als Zurückführung eines andera 
AD darstellt, das Entgegengesetzte von der Grundgröfse dieses andern 
Zuges; die Grundgrölse aber eines Zuges BB, dessen Aufangs- und End- 
puncte zusammenfallen, ist = (), 

Sobald von Zügen in einer Bahnlinie die Rede ist, soll hier unter 
Grölse eines Zuges immer («essen Grundgröfse verstanden sein. 

g. 

Wenn für die Raumbeschreibung eine unbegrenzte gerade Linie 
als Grundlinie gegeben oder angenommen ist, so läfst sich die Fortführung 
eines beschreibenden Punctes im Raume mit einer Fortführung in der 
Grundlinie dadurch auf eine allgemeine Weise verknüpfen, dafs man deu 
beschreibenden Punct im Raume, aus jeder Lage die er annimmt, recht- 


winklig auf die Grundlinie projieirt denkt. Zur Unterscheidung soll hier- 


bei der beschreibende Punet im Raume der ursprüngliche Punct 
und seine Projeetion in der Grundlinie der Projectionspunct genannt 
werden. 

Mit der Fortführung des beschreibenden Punctes im Raume er- 
scheint offenbar der ihm entsprechende Projectionspunet als beschreiben- 
der Punct in der Grundlinie. Denn so wie an jeder Stelle des Zuges der 
ursprüngliche Punct sich als Endpunct des schon beschriebenen Theils 
und als Anfangspunct des noch hinzukommenden darstellt: so kann auch 
der Projectionspunct als Endpunct des beschriebenen und als Anfangspunct 
des hinzukommenden Theils eines Projections-Zuges angesehen werden. 
Auf diese Art verknüpft sich also mit der Bildung jedes ursprünglichen 
Zuges im Raume die Bildung eines entsprechenden Projections-Zuges in 
der Grundlinie. Dabei geben offenbar Anfangspunct und Erdpunet des 
ursprünglichen Zuges durch ihre Projieirung den Anfangspunet und End- 
punet des Projections- Zuges. Hieraus folgt der wichtige Satz, dafs 
solche ursprüngliehen Züge, die von einem gemeinschaft- 
lichen Anfangspuncte ausgehen und zu einem gemeinschaft- 
lichen Endpuncte hinführen, Projeetions-Züge von gleicher 


» 
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Grund-Grölse geben, wie verschieden auch übrigens jene 
ursprünglichen Züge im Raume gestaltet und zusammenge- 
setzt sein mögen. 


Die Kenntnils der Lage des Anfangspunets und des Endpuncts eines 
ursprünglichen Zuges reicht daher hin, um die Grundgrölse seines Pro- 
jections-Zuges zu finden, und es entspricht diese der Projection des ein- 
fachen geradlinigen Zuges, der vom Aufangspuncte zum Endpuncte des 
ursprünglichen Zuges führt. Dals für einen zusammengesetzten 
ursprünglichen Zug der entsprechende Projections-Zug sich 
als die Summe der Projectionen der einzelnen Theile dar- 
stellt, liegt in dem Obigen mit einbegriffen. 


10. 

Wenn derselbe ursprüngliche Zug auf verschiedene, aber unter ein- 
ander parallele Grundlinien projieirt wird, so ist die Grundsröfse der 
Projectionszüge in allen gleich, wenn die paralleien Richtungen in den 
Grundlinien die gleichnamigen sind. 

Denn die durch den ursprünglichen Punet rechtwinklig gegen eine 
von den Grundlinien gelegte Ebene liegt auch gegen deren Parallelen, 
mithin gegen sämmtliche Grundlinien rechtwinklig, schneidet also jede 
der..elben in dem entsprechenden Projectionspuncte und stellt für alle die 
projicirende Ebene jedes in ihr liegenden Punctes dar. Da nun 
siümmtliche projieirenden Ebenen gegen dieselbe gerade Linie rechtwink- 
lig sind, so sind sie unter einander parallel; und da auch die Projections- 
Grundlinien unter sich parallel sind, so sind deren Abschnitte zwischen 
den projicirenden Ebenen des ursprünglichen Anfangspunets und des End- 
punets unter einander gleich. Es kommt also den verschiedenen Projections- 
züugen gleiche Lünge zu; durch die gleichnamige Benennung der paralle- 
len Richtungen wird aber auch noch die Richtung im Anfangspuncte, die 
den gleichen Abschnitten beizulegen ist, wenn sie als Projections- Züge 
aufgefalst werden, in allen entweder zugleich positiv oder zugleich 
negativ. 

Aus der Auffassung der projicirenden Ebenen ergiebt sich noch, 
dafs schon solehe ursprünglichen Züge, die von einer und derselben proji- 
cirenden Ebene ausgehen und zu einerlei projicirenden Ebene hinführen, 
Projectionen von gleicher Grundgrölse geben, 
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11. 

Auf ähnliche Weise, wie die Linie sich als Übergang aus einem 
Puncte in den andern darstellt, kann der geradlinige Winkel als Über- 
gang aus einer Richtung in die andere aufgefalst werden. Als- 
dann unterscheiden sich die beiden Schenkel des Winkels dadurch we- 
sentlich von einander, dafs durch den einen die Anfangs-Richtung 
AB, durch den andern die End-Richtung ÄAC des Überganges angegeben 
wird, der in dem Orte des Scheitelpuncts 4 vor sich geht. Behält man 
in diesem Übergange die zur Richtungs- Andeutung ursprünglich ange- 
nommene Länge oder die ursprüngliche Länge des Richtungszeigers bei, 
so beschreibt dessen Endpunet 3 dabei einen Zug BC, der durch die 
Lage seines Anfangs- und Endpuncts die Anfangs- und End-Richtung 
und durch jeden Zwischenpunct eine zwischenliegeude Richtung des Über- 
sanges ABC angiebt. Auf diese Art läfst sich der in dem Scheitelpuncte 
eines Winkels vor sich gehende Übergang aus der Anfangs-Richtung in 
die End-Richtung ebenfalls durch Darstellung eines Zuges vermitteln. 
Man darf jedoch dabei nicht übersehen, dafs der beschreibende Punct 
dieses, in der Oberfläche einer Kugel zur Ausführung kommenden, Zu- 
ses, stets als Endpunet eines Richtungszeigers gedacht wird, zu dem der 
Scheitelpunet oder Kugel - Mittelpunct der Anfangspunct ist, und dals der 
eigentliche Ort des Überganges durch die Fläche angegeben wird, die der 
Richtungszeiger im Übergehen durchführt und beschreibt. 

Als Richtungs- Übergang in einerlei Scheitelpunct setzen sich zwei 
Winkel 4BC und ABD zu einem dritten ÄBD, als Theile zu einem Gan- 
zen zusammen, wenn die End- Richtung ÄC des ersten Theils die An- 
fangs-Richtung für den hinzukommenden zweiten Theil abgiebt. Es stel- 
len dann Anfangs-Richtung #B des ersten Theils und End-Richtung 4D 
des zweiten Theils die Anfangs- und End-Richtung des ganzen Winkels 


ABD dar. 


12. 
Wenn, wie hier vorausgesetzt werden soll, eine durch den Schei- 
telpunct des Winkels gelegte Ebene als Ort des Richtungs-Übergangs an- 


genommen und vorgeschrieben wird, so erscheint diese Ebene als Grund- 
bahn für den Übergang, in der sowohl die Anfangs- und End-Richtung, 
als die Zwischen-Richtungen liegen sollen. Es ergiebt sich dann die 
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Ausführung des Übergangs als eine Kreisbeschreibung um den Scheitel- 
punet. Die zur Richtungs- Angabe »leich lang gewählte verade Linie, der 
Riehtungszeiger, erscheint dabei als Drehungs-Halbmesser, und die im 
Scheitelpunete die Winkel-Ebene senkrecht durchschneidende gerade Li- 
nie als Drehungs-Axe. Der Bosen des sich mit dem Richtungs- Über- 
gange beschreibenden Kreis- Ausschnittes legt durch seinen Anfangs- und 
End-Punct die Aufangs-und End-Richtung, durch jeden Zwischenpunet 
aber eine zwischenliegende Richtung fest. Nun viebt es auch in der Be- 
schreibung eines Kreis- Ausschnittes zwei Beschreibungsformen, indem so- 
wohl der eine als der andere Endpunet seines Bogens zum Anfangspuncte 
des Bogenzuges gewählt werden kann, oder, auf andere Weise ausge- 
drückt, indem sowohl von dem einen als von dem andern begrenzenden 
Halbmesser -die Drehung ausgehen kann, die durch die zwischenliegenden 
Richtungen lindurch führt. Beide Beschreibungsformen durchfahren den 
ganzen Umkreis und erscheinen, wenn einer Drehimg, die nach der einen 
Form ausgeführt worden ist, eine Drehung nach der andern Form als 
Theil angefügt wird, als Entgegensetzung, so dals, wenn die eine als 
Yorwärtsdrehung angesehen wird, die andere sich als Rück wärtsdrehung 
darstellt. Man kann deshalb auch diese Beschreibungsformen als positive 
und negative Form unterscheiden. Die Grundgrölse eines ebenen Rich- 
tungs-Überganges, die durch einfache Drehung aus der Anfangs- Richtung 
in die End-Richtung überführt, wird also mit Berücksichtigung der Be- 
schreibungsform sich ebenfalls entweder als eine positive oder als eine 
negative Grölse darstellen. Demnach wird die Grölse eines ebenen Win- 
kels in sich selbst positiv oder negativ sein, je nachdem die einfache 
Drehung, die aus seiner Anfangs-Richtung zur End-Richtung führt, po- 
sitiv oder negativ ist; und hat man darnach die Zahl, welche die Grölse 
des Winkels in Theillen der angenommenen Winkel-Einheit angiebt, po- 
sitiv oder negativ zu nehmen. 

Der ebene Richtungs-Übergang aus einer gegebenen Anfangs -Rich- 
tung in eine gegebene End-Richtung hat noch das Eigenthümliche, dafs 
er sowobl mit positiver als mit negativer Drehung zur Ausführung kom- 
men kann. Die Bögen der beiden Drehungen ergänzen sich zum ganzen 
Umkreise. Man kann daher für jeden ebenen Richtungs-Übergang eine 
positive und eine negative,Grundgrölse angeben. Die Winkelzahlen (wor- 


unter bier diejenigen Zahlen verstanden werden, die die Länge des 
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Bogens in Theilen des Halbmessers ausdrücken) der beiden Grundgrö- 
[sen geben, wenn man das Zeichen der negativen umkehrt, 27 zur 
Summe. 

Für die Zusammensetzung eines ebenen Richtungs-Überganges, aus 
Theilen, die sowohl der einen als der anderen Beschreibungsform ange- 
hören, gelten dieselben Regeln, wie für die Zusammensetzung der Züge 
in einer Bahnlinie. Die Grundgröfse des ganzen Übergangs ist die Summe 
der Grundgrölsen der einzelnen Theile. Von derselben Anfangsrichtung 
ausgehend gelangt man daher zu derselben Endrichtung, in welcher Ord- 
nung man auch die einzelnen Theile, aus denen der ganze Übergang sich 
zusammensetzt, auf einander folgen läfst. Auch hier ist die Grundgröfse 
des Übergangs aus der End-Richtung in die Anfangs-Richtung, wenn die- 
selben Zwischenrichtungen durchfahren werden, das Entgegengesetzte von 
der Grundgröfse des Übergangs aus der Anfangs- in die End-Richtung. 

13. 

Bei der Anwendung der vorhergehenden allgemeinen Betrachtun- 
gen auf die Zusammensetzung geradliniger Zuge im Raume bietet sich zu- 
nächst die Frage nach dem Zusammenhange dar, in welchem bei einem 
einfachen geradlinigen Zuge seine Grundgröfse mit der seines Projections- 
zuges steht. Da die Projieirung auf parallele Grundlinien mit gleichnami- 
gen parallelen Richtungen Projectionen von gleicher Grundgröfse hervor- 
bringt, so begreift die Nachweisung jenes Zusammenhanges für den Fall, 
wo der ursprüngliche Zug und der Projectionszug einen gemeinschaftlichen 
Anfangspunct haben, alle übrigen in sich, indem zu jeder gegebenen 
Projections- Grundlinie eine Parallele dureh den Anfangspunct des ur- 
sprünglichen Zuges gelegt werden kann. 

Der Winkel, der in einem solchen gemeinschaftlichen Anfangspuncte 
A, als Scheitelpuncte, aus der positiven Richtung der Grundlinie, als An- 
fangs-Riehtung, in die positive Richtung des ursprünglichen Zuges, als 
End-Richtung, überführt, soll zur Unterscheidung Grundwinkel ge- 
nannt werden. Alsdann sei u die Grundgrölse des ursprünglichen Zuges 
AB, p die Grundgröfse des entsprechenden Projectionszuges AB’, f die 
Zahl, welche f.u= p macht und deshalb bezeichnend der projicirende 
Factor genannt werden kann: so lälst sich zeigen, dafs dieser Factor 
für eine und dieselbe Gröfse des Grundwinkels eine fest be- 
stimmte, unveränderliche Zahl ist. Denn wenn der ursprüngliche Zug AB 
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positiv ist, so wird die Verlängerung oder Verkürzung desselben nur eine 
entsprechende proportionale Veränderung in der Länge des Projections- 
zuges AB’ nach sich ziehen, ohne dessen Richtungszeichen zu ändern, mit- 
bin den projieirenden Factor unverändert lassen. Nun giebt aber ein ne- 
gativer ursprünglicher Zug offenbar eine Projection, die als Zug das Ent- 
gegengesetzte von der Projection des gleich langen positiven ursprüng- 
lichen Zuges ist. Bezeichnet also /‘ den unveränderlichen Werth des pro- 
jieirenden Factors für positive ursprüngliche Züge, u’ irgend einen positi- 
ven ursprünglichen Zug, f‘' den projieirenden Factor des negativen ur- 
sprünglichen Zuges (— u‘), so muls f‘(—u)=—(f'‘.u‘) sein. Da aber 
ft u)=—(f".u‘) ist, so ist auch f”= f’, mithin hat in einem ge- 
gebenen Winkel der projieirende Factor einen Werth, der weder durch 
die verschiedene Länge, noch durch das Zeichen des ursprünglichen Zuges 
sich ändert und ist derselbe daher eine beständige unveränderliche Zahl. 

In der Trigonometrie wird dieser projieirende Factor, in Beziehung 
zu der Grölse des Grundwinkels, dem er angehört, die Cosinus-Zahl 
des Winkels genannt. Mit Anwendung dieser Benennung läfst sich 
nunmehr folgende allgemeine Regel für die rechtwinklige Projieirung eines 
geradlinigen Zuges auf eine gegebene Grundlinie hin aussprechen. Um 
die Grundgröfse des Projectionszuges zu erhalten, hat man 
die Grundgrölse des ursprünglichen Zuges mit der Cosinus- 
Zahl des Winkels zu multipliciren, der aus der positiven 
Richtung der Projections-Grundlinie oder einer ihr paral- 
lelen Riehtung, als Anfangs-Richtung, in die positive Rich- 
tung des ursprünglichen Zuges, als End-Richtung, überführt. 

Offenbar kann man dabei auch den Winkel nehmen, der aus der 
Richtung, die zur positiven Richtung der Grundlinie parallel ist, in eine 
Richtung überführt, die zur positiven Richtung des ursprünglichen Zuges 
parallel ist, indem parallele Richtungen gleiche Winkel einschlielsen. 

14. 

Um durch wirkliche Projieirung die Beziehung im Allgemeinen 
nachzuweisen, in welcher das Zeichen und der Zahlenwerth der Cosinus- 
Zahl zu der Grölse des Winkels steht, wird man den ursprünglichen Zug 
positiv und von gleicher Länge ausführen dürfen, weil weder die negative 
Richtung, noch die Verschiedenheit der Länge des ursprünglichen Zuges 
den projieirenden Factor abändert. Wenn man dann die positive Rich- 
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tung der Projections - Grundlinie durch eine festliegende Anfangs - Richtung 
darstellt, und, von dieser ausgehend, die Gröfse des Grundwinkels die ver- 
schiedenen möglichen Werthe durchlaufen lälst, so erscheint in der dabei 
entstehenden Figur der ursprüngliche Zug als beschreibender Halbmesser 
eines Kreises, dessen Mittelpunet den gemeinschaftlichen Anfangspurct des 
ursprünglichen Zuges und des Projectionszuges abgiebt. 


Mit Zuziehung der Eigenschaften des Kreises ergieht dann die Pro- 
jieirung ohne Schwierigkeit, dals c0os07 = +1, 008537 =0, cos#w=—1, 
c837—=0, cos?!r= 1 ist; dafs für die zwischenliegende Gröfse des 
Grundwinkels die Cosinuszahl einen zwischenliegenden Werth hat, der 
mit dem Wachsen des Winkels allmälig, aber nach eigenthümlichen Ver- 
hältnissen, aus dem vorhergehenden in den nachfolgenden Grenzwerth 
übergeht, und dafs überhaupt cos?ir=-+1, cos(k +3)7=0, cos(?k +1) 
——1 ist, wenn & irgend eine positive oder negative ganze Zahl oder Q 
bezeichnet. 

Auch ergiebt sich, wenn man den Winkel als einen zweitheiligen 
Übergang zusammensetzt, dessen erster Theil ein rechter Winkel oder 
ein Vielfaches desselben ist, ohne Schwierigkeit, dafs 
cos (kr+P) = cos(ir—®) und cos(d+2)r +0) = —cos(i+Hr—0) 


ist. 
Lälst man die Grölse des Grundwinkels, von derselben Anfangs- 


Richtung aus, durch negative Drehung entstehen, se giebt offenbar, für 
gleiche ursprüngliche Züge, ein negativer Grundwinkel denselben Projec- 
tiouszug, wie der gleiche entgegengesetzte positive Grundwinkel. Hier- 
aus folgt, dafs der Cosinus des negativen Winkels dieselbe Zahl ist, wie 
der Cosinus des entgegengesetzten positiven Winkels, dals also cos(-——®) 
— cos(D) ist, ® mag selbst positiv oder negativ sein, ferner, dals eine 
Verwechselung der Anfangs- und End-Richtung, welche der Gröfse des 
Winkels das entgegengesetzte Zeichen giebt, die Cosinuszahl oder den 
projieirenden Factor nicht ändert. 
15. 

Olfenbar kann der geradlinige Zug, ‘welcher vom Endpuncte 2‘ 
des Projectionszuges AB‘ zu dem Endpuncte B des ursprünglichen Zuges 
AB hinführt, als ein anderweitiger Projectionszug dieses ursprünglichen 
Zuges AB angesehen werden. Es ist dann B’B ein Abschnitt einer zwei- 
ten Projections-Grundlinie, welche die erste in 5° rechtwinklig durch- 
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schneidet: B’ ist dabei die Projection des Anfangspunctes 4, also Anfangs- 
punct des Projectionszuges, und in B fällt der Endpunct des ursprünglichen 
Zuges AB mit seiner Projection, also mit dem Endpuncte des Projections- 
zuges, zusammen. Da nun Grundlinien mit paralleler positiver Richtung 
gleiche Projectionen geben, so kann man, zur Nachweisung der Bezie- 
hungen für diese anderweitige Projicirung, eine Grundlinie durch den An- 
dangspunct des ursprünglichen Zuges AB dem Projectionszuge B’B pa- 
rallel, also ebenfalls rechtwiuklig auf die erste Projections- Grundlinie 
legen. Betrachtet man für diese Projieirung diejenige Richtung in der 
Grundlinie als die positive, im welehe die positive Drehung durch Beschrei- 
buug eines rechten Winkels aus der Anfangs -Richtung überführt, die hier 
deshalb die Normal-Richtung des Winkels genannt werden soll: so 
stellt der sich dann ergebende projieirende Factor dieselbe Zahl dar, welche 
in der Trigonometrie die Sinuszahl des Grundwinkels genannt wird. 
Um Verwechselung zu verhüten, sollen die beiden Projicirungen als Grund- 
und Normal-Projieirung von einander unterschieden werden. Es ist also 
bei der Betrachtung eines Winkels als Grundwinkel, die End-Richtung des 
Winkels die positive Richtung für den ursprünglichen Zug; die Anfangs- 
Richtung des Winkels die positive Richtung für den Grund - Projectionszug, 
und die Normal-Kichtung des Winkels die positive Richtung für den Nor- 
mal- Projectionszug; ferner ist der projieirende Factor der Grund-Projec- 
tion die Cosinuszahl des Winkels und der projieirende Factor der Normal- 
Projection die Sinuszahl des Winkels. 


Da jeder projieirende Factor als die Cosinuszahl des Winkels an- 
gesehen werden kann, der aus der positiven Richtung der Projections- 
Grundlinie in die positive Richtung des ursprünglichen Zuges überführt, 
so ergiebt sich aus der Definition der Sinuszahl die allgemeine Beziehung, 


dafs die Sinuszahl des Winkels ® die Cosinuszahl des Winkels (— +9) 


7T 


ist, indem (— > +0) der Winkel ist, der aus der Normal-Richtung des 


‘) 


Winkels ® in seine End- Richtung überführt. 





Mithin ist sin® = cos (— Ben p) und, da entgegengesetzte Winkel 
einerlei Gosinuszahl haben, oder da cos (— > +P) — c08 (2 9) ist, sO 


. . sT . . ” -. “ 
ist auch sin® = cos (= —?). Die Sinuszahl eines. gegebenen Winkels ist 


nn 
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demnach ebenfalls eine unveränderliche Zahl. Verfelgt man das Ergebnifs der 
Normal - Projicirung auf gleiche Weise wie bei der Grund-Projicirung, so fin- 
det man dals sin0#=0, sin —=+1, sinz=0, sin? = —1, sin!r=0 
ist; dals für die zwischenliegenden Werthe der Winkelgröfse auch die Si- 
nuszahl zwischenliegende Werthe hat, die nach eigenthümlichen Verhält- 
nissen, mit dem Wachsen des Winkels, allmälig aus dem vorhergehenden 
in den nachfolgenden Grenzwerth übergehen; dafs überhaupt 

sn ?k+3)r =+1, sni7=0, sin(?k—3)z=—1 und 

sin(A+3)7+D) =sin(k+3)7—P), sin(kzr+P) = —sin(kr— PD) 
ist, wo wieder 4 jede beliebige positive oder negative ganze Zahl, auch 0, 
bezeichnet. 

Ferner zeigt sich, dals für gleiche ursprüngliche Züge der, von der- 
selben Anfangs-Richtung aus negativ beschriebene, Winkel eine Normal- 
Projection giebt, deren Grundgröfse das Entgegengesetzte von derjenigen ist, 
welche die Projieirung bei dem gleich groisen positiven Winkel hervorbringt. 
Gleiche entgegengesetzte Winkel haben also entgegengesetzt gleiche Sinus- 
zahlen, oder es ist sin(—D)=—sin®, ® mag in sich selbst eine posi- 
tive oder negative Winkelgrölse bezeichnen. 

Eben jene Beziehungen ergeben sich aus der Zurückführung der 
Sinuszahl des Winkels ® auf die Cosinuszahl des Winkels (— = +0) oder 


des Winkels (= _ ?). Jedoch sind sie bei der Nachweisung durch wirk- 
liche Projieirung leichter zu übersehen. 
16. 

Da die Zahl, welche den Inhalt des auf dem Abschnitte einer ge- 
raden Linie construirten Quadrats ausdrückt, durch das Quadrat der Zahl 
dargestellt werden kann, welche die Länge des Abschnitts positiv oder 
negativ angiebt, so drückt auch das Quadrat der Zahl, welche die Grund- 
sröfse eines geradlinigen Zuges angiebt, den Inhalt des auf dem Abschnitte 
dieser Grundgrölse construirten Quadrats aus. Ist nun JB =r ein ur- 
sprünglicher, in der End-Richtungslinie des Winkels ®, vom Scheitel- 
punete 4 ausgehender Zug, D’ die Grundprojection des Punctes B, also 
JB'=rcos®, B'B=rsin®, so bilden die drei Abschnitte #B, Ab’, B'B 
ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Hypotenuse AB ist. Mit Anwendung 


des Pythagorischen Lehrsatzes, erhält man daher die Beziehung, dals 
"cosd’ + r'sin®—=r, also dafs cos®’ + sind’ =1 ist. 
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17, 

Um ganz allgemein die Verknüpfung nachzuweisen, die bei der 
Zusammensetzung eines Winkels als Summe von zwei Theilen, die Co- 
sinus- und Sinus-Zahl des ganzen Winkels aus ‘den Cosiaus- und Sinus- 
Zahlen seiner Theile hervorgehen lälst, sei der Winkel « der erste Theil, 
dem sich im Scheitelpuncte 4 der Winkel B als zweiter Theil anfügt, so 
dals also die End-Richtung des Winkels & zugleich Anfangs - Richtung 
für den Winkel ß ist, und der ganze Winkel (-+ß) aus der Anfangs- 
Richtung des Winkels & in die End-Richtung des Winkels ß überführt. 

Es sei JB =r ein willkührlicher, vom Scheitelpunete 4 ausgehen- 
der geradliniger Zug in der End-Richtungslinie des ganzen Winkels (+), 
als auch in der des Winkels ß, und B’ die Projection seines Endpuncts R 
auf die Anfangs-Richtungslinie des Winkels %, so hat man, nach dem 
Vorhergehenden, für die geradlinigen Züge A’B, B'B die Werthe AB‘ 
—=rcosß, B’B=rsinß. 

Alsdann führen zwei verschiedene Züge vor A nach PD, der ein- 
fache geradlinige AB und der aus den beiden einfachen geradlinigen 4B’, 
B’B sich zusammensetzende Zug AB’B. Die Projieirung auf dieselbe 
Grundlinie hin giebt, nach dem vorausgeschickten allgemeinen Satze (9.), 
für beide Züge Projectionen von gleicher Grundgrölse, und es setzt sich 
die Grundgröße für die Projection des zusammengesetzten Zuges als Summe 
aus den Grundgröfsen der Projectionen der Theile zusammen. 

Für die Projicirung auf die Grundlinie, deren positive Richtung 
durch die gemeinschaftliche Anfangs- Richtung des ganzen Winkels («-+ß) 
und des Winkels « festgelegt wird, sei C die Projection des Punctes B 
und C’ die Projection des Punctes DB’, so sind 4C, AC', C’C die Projec- 
tionen zu den ursprünglichen Zügen Ab, Ab‘, B’B und man hat für die 


Grundgrölsen: 
AC = AB.cos{a+P) = r.cos(«-+Pß), 
AC' = AB'.cosu = r.cosß.cos«, 
CC= B'B.cos(a+2)= r.sinß.cos(c+ 2), 


also durch Gleichsetzung der Projectionen von AB und AB‘B, 
r.cos(a+ß) = r.cosß.cosa+r.sinß.cos (a+ 7) oder 


cos(a +P) = cosß.cosc+ sinß.cos («+ 7). 
32 
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. st . . st 
Für cos (« + = kann man —sinad setzen, indem cos (+ a) = 


2 
ST . ns ‘. ® . * 
— c08$ (3 E= a) = — sin ist; man erhält dann die allgemeine Beziehung 
I. cos(u+ß) = cosß.cos«a— sinß.sin«. 


Für die Projieirung auf eine Grundlinie, deren positive Richtung 
durch die gemeinschaftliche Normal-Richtung des Winkels («+P) und 
des Winkels & angegeben wird, sei D die Projection des Punctes B und 
D’ die des Punctes DB’. Dann giebt der einfache Zug AB die Projection 
AD, die sich als Normal-Projection für den Winkel (u+ß) darstellt, so 
dals D=r.sin(a-+ß) ist; ferner giebt der zusammengesetzte ursprüng- 
liche Zug 4B’D einen aus zwei Theilen 4D‘, D’D sich zusammensetzen- 
den Projeetionszug JD’'D. Die positive Richtung des Zuges AB’ ist die 


End-Richtung des Winkels «, und (- +.) die Grölse des Winkels, 
der aus der Normal-Richtung in jene End-Richtung überführt, also AD’ 


sT IT .. 
—= AB'.cos (— Er a) = r.cosß.cos (— Zr a), wofür auch, wegen 


ST - 
cos (— > +.) = sind, 
AD' = r,cosß.sin« 


gesetzt werden kann. Im Zuge B’B ist die positive Richtung parallel zu 
der Normal-Richtung des Winkels ß; mithin führt für ihn der Winkel 


(— —+a+ =); der = ist, aus der positiven Richtung der Grundlinie 


in die des ursprünglichen Zuges über, und man hat D’D=B’B.cosu = 
r.sinß.cos«, Die Gleichsetzung der Grundgröfsen bei der Projection 
der Züge 4B und 4b’ B giebt hier r. sin(a-+ß)=r.cosß.sing +r.sinß. cos, 
mitbin die anderweitige allgemeine Beziehung 
U. sin(%+ß) = cosß.sina-Hsinß.cos«. 

Diese beiden der analytischen Trigonometrie zur Grundlage dienenden 
Beziehungen (I.) und (II.) gelten, der Natur dieser Ableitung nach, ohne 
alle Einschränkung, für jeden möglichen positiven oder negati- 
ven Werth, den man den Theilen beilegen will, aus denen sich der 
ganze Winkel zusammensetzt. 


18. 
Eine ähnliche Zusammenstellung eines einfachen und eines aus 
zwei Theilen zusammengesetzten Übergangs aus einer gemeinschaftlichen 
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Anfangs-Richtung in eine gemeinschaftliche End-Richtung, bietet die 
dreiseitige körperliche Ecke dar, wenn man den Endpunct als den An- 
fangspunet der Richtungen und die Kanten als die Richtungszeiger ansieht; 
nur mit dem Unterschiede, dafs dabei die einzelnen Winkel in verschie- 
denen Ebenen beschrieben werden, 

Es sei E der Endpunct; von den drei Kanten EF, EG, EA sei EF 
als Anfangs-Richtung für den Übergang gewählt; der Winkel « führe 
aus EF in EG, der Winkel ß aus EG in EA, und der Winkel y aus EF 
in EA über; es sei ferner B der Neigungswinkel, der inwendig an der 
Kante E/ aus der Ebene « in die Ebene y, und C der Neigungswinkel, 
der inwendig an der Kante EG aus der Ebene « in die Ebene 5 über- 
führt, auch bezeichne B die rechtwinklige Projeetion des Punetes 4 auf 
die Kante EF, C die rechtwinklige Projection des Punctes 4 auf die Kante 
EG, und D die rechtwinklige Projection des Punctes 4 auf die Ebene «. 
Da nach den Eigenschaften der Figur die geraden Linien DB, AB auf 
der Kante EF rechtwinklig sind, so ist der Punet B der Scheitelpunet des 
Neigungswinkels, und da dieser aus der Ebene & in die Ebene y über- 
führen soll, so ist im Puncte B von den beiden Richtungen der Linie 
BD diejenige die Anfangs-Richtung des Neigungswinkels BD, die in Bezie- 
hung auf den Winkel « an der inneren Seite des Schenkels EF oder 
seiner Verlängerung liegt. Dann ist BA in jeder Lage der ursprüngliche 
Zug in der End-Richtungslinie des Winkels BD, BD die Grundprojeetion, 
DA die Normalprojecüon, also BD=BA.cosBb, DA=BA,sinB. Aus 
eleichen Gründen ist CD = CA.cosC und DA = CA.sin C. 

Zunächst giebt die Coineidenz der Normalprojectionen in DA die 
allgemeine Bezieliung 

BA.smB —= (C-4,sinC 
und da Bf = EA.siny, C4=E4.sinß, also 
EA.siny.sinB = EA4.siaß.sin C 
ist, so ergiebt sich daraus 
I. siny.sinD = sinß.sinC. 


Die Projieirung des einfachen Zuges EA und des zusammengesetz- 
ten Zuges ECDA giebt gleiche Grundgrölsen. Wählt man die Anfangs- 
Richtung ZF zur positiven Richtung der Projeetions-Grundlinie, so ist 
EB= EA.cosy die Projection des einfachen Zuges EA. Die Projeetion 
des Zuges ECDA setzt sich, als Summe, aus den Projectionen der Züge 

32 * 
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EC, CD, DA zusammen, Der Winkel « führt aus der Anfangs-Richtung 
in die positive Richtung des Zuges EC über; folglich ist EC.cosa, oder, 
da EU=E4A,cosß ist, E4.cosß.cos« die Projection von EC. Für den 
Zug CD ist die Anfangs-Richtung des Neigungswinkels C die positive 


Richtung. In diese führt der Winkel (a 2) aus der Anfangs-Richtung 


AF über; folglich ist CD.cos(.— 7), oder, da ED=(A.cosC = 


EA.sinß.cosC ist, EA.sinß.cosC.cos (« — =) die Projection des Zuges 





y .. gt 3 o 
CD, wofür man auch, wegen cos (— 2) — sing, den Ausdruck 


EA.siny.cosC.sina setzen kann. Der Zug DA giebt eine Projection 
—=0, indem der Punct B zugleich für den Anfangspuncet D und Endpunct 
A die Projection darstellt. Mithin ist E4.cosß.cos« + EA.sinß.cos C.sin« 
die Grundgrölse der Projection des Zuges ECDA. Die Gleichsetzung der 
Grundgrölsen giebt: 

II. c08Yy = cosß.cosa—+sinß.sinw.cosC. 


Wählt man die Normal-Richtung des Winkels & zur positiven Rich- 
tung der Projections-Grundlinie, so stellt der Zug BD die Grundgröfse 
der Projeetion des einfachen Zuges E4 dar. Es ist nämlich dann BD 
eine Parallele zur Projections-Grundlinie, auch die positive Richtung des 
Zuges BD, als Anfangs-Richtung des Neigungswinkels P, der Normal- 


Richtung des Winkels « parallel, und DB die Projection von E, so wie D 
von 4. Man hat 


CA EA.sinß, 
DA CA.sinC = EA.sinß.sinC, 
54 DA _ EA ‚sin .sin © BER 





—  —— 


sin B sin B 


BD= BA.csob = EA ‚sinß.sin c,sB 


sinB” 
Der Zug EC giebt die Normalprojection EC.sinz oder E4.cosß.sin.d. 
Der Winkel (— 7 +a— 7), der = (4a—7) ist, führt aus der Normal- 
Richtung des Winkels « in die Anfangs-Richtung des Neigungswinkels © 
über, welche für den Zug CD die positive Richtung angiebt; folglich ist 
CD.cos(@—), oder, wegen cos(a—7)=cos(7T—a)=— cost, —CD.cosa, 
also — E4.sinß.cosC.cosa die Projection von CD. 
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Für den Zug DA ist wiederum der projieirende Factor, als Cosinus 
eines rechten Winkels = 0, und daher die Projection selbst =0; wie es 
auch die unmittelbare Projieirung ergiebt. 

Mithin ist die Grundgröfse der Projection des zusammengesetzten 
Zuges EUD4 = EA (eosß.sina —sinß.cosC.cos&). Die Gleichsetzung der 


Grundgrölsen giebt 
c 


. . y 5 
EA .,sinß.sinC. —, 
Man erhält hieraus, auf beiden Seiten durch sinß dividireud, die allge- 


meiwe Beziehung 


B e . y 
= EA(cosß.sin«—sinß.cosC.cos0). 





ee cs# . 
II. sind, —, = — sind — c03 0. 008 4, 
sin D sin / 





oder cosC.cos& = cotangß.sina— cotang B.sin C. 

Durch Zuziehung der Ergünzungs-Ecke, welche durch die drei 
auf die auswendigen Seitenflächen der Grund-Ecke im Eckpuncte errich- 
teten Perpendikel gebildet wird, und an der die Seitenwinkel die Nei- 
gungswinkel der Grund-Ecke an der zwischenliegenden Kante zu zwei 
rechten Winkeln ergänzen, so wie umgekehrt, die Seitenwinkel der Grund- 
Ecke die Neigungswinkel der Ergünzungs-Ecke zu zwei rechten Winkeln 
ergänzen, so dafs, durch a‘, B', y', 4, B', C’ die Winkel an der Ergän- 
zungs-Ecke und durch 4 den dritten Neizungswinkel an der oben ge- 
brauchten Grund-Ecke bezeichnend, (“+ 4)=r, ("+Bb)=r, (y-+C) 
=7,a+4)=”, ß+B)=r, y+C)=7 ist, erhält man aus der 
Beziehung (Tl.), nach welcher 

eosy' = cosß’.coswa’ + sinß’.sinw’.cosC’ 
ist, den Ausdruck 
eos(r—(C) = c0s(7—b).cos (7 —A) + sin(#—DB).sin(7 —A). c005(# —Yy); 
also, da cos(#—P) = — cos®, sin (7—PD) =sin® ist, 
IV. cos = — cosBb.cos4 + sin B.sin4.cosYy. 

Die unter (T.), (II.), (TIE.), (IV.) angegebenen und für alle mög- 
lichen Werthe der Winkel gültigen Beziehungen stellen bekanntlich die 
4 Hauptgleichungen der sphärischen Trigonometrie dar. 

19. 

Der Nutzen der Lehre vom Zuge für klare und allgemeine Auf- 
fassung der analytischen Behandlung tritt besonders bei der Anwendung 
auf Coordinaten- Beziehungen hervor. Das Eigenthümliche dieser Anwen- 
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dung besteht darin, die Coordinaten eines Punctes nicht als die einzelnen 
Theile der Figur, zu welcher sie sich zusammenstellen lassen, sondern 
als die Bestandtheile in der Zusammensetzung eines Zuges aufzufassen, 
der von dem Anfangspuncte des Coordinatensystems ausgeht, und zu dem 
festzulegenden Puncte hinführt, für dessen Bildung das System ein ge- 
meinschaftliches Gesetz aulfstellt, 

Da eine vollständige Betrachtung die Grenzen der gegenwärtigen 
Abhandlung überschreiten möchte, so wird diese sich darauf beschränken, 
nur einige Aufgaben zu behandeln, die als Beispiele der Anwendung die- 
nen können, 

Zur Feststellung der Benennungen sei zuvor bemerkt, dafs hiebei 
unter Grundrichtung im Anfangspuncte des Systems diejenige verstanden 
wird, welche mit dem Systeme als die Anfangs-Richtung der Winkel- 
beschreibung bei Polar-Coordinaten und als die positive Richtung der 
Abscissen-Axe für rechtwinklige Coordinaten festgelegt wird; unter Nor- 
malrichtung im Anfangspuncte des Systems diejenige Richtung in ‚der 
Grund-Ebene des Systems, in welche die als positiv angenommene Dre- 
hung von der Grundriehtung aus durch Beschreibung eines rechten Win- 
kels überführt, und unter Verticalrichtung im Anfangspuncte des Systems 
diejenige, die durch das System für die Fälle, wo die Construction aus 
der Grund-Ebene herausgeht, rechtwinklig gegen die beiden andern festge- 
legt wird und dadurch die Seite der Grund-Ebene, an der sie liegt, als 
die inwendige oder obere bezeichnet. Überhaupt soll jede von diesen 
drei Haupt-Richtungen als an der inwendigen Seite der Ebene der 
beiden andern liegend gedacht werden. Für rechtwinklige Coordinaten 
soll zugleich die Normalrichtung die positive Richtung der Ordinaten-Axe 
und die Verticalrichtung die positive Richtung der dritten Coordinaten- 
Axe angeben. Unter Grund- Normal- und Vertical-Richtung im Pancte 
4 sollen diejenigen verstanden werden, die den gleichbenamten im An- 
fangspuncte des Systems parallel sind, 

Bei der Lagenbeziehung zwischen zwei Puncten 4 und B in einer 
Grund- Ebene soll der geradlinige Zug 4B die Distanz von Bin 4, 
und der Winkel, der aus der Grundrichtung in #4 in die positive Rich- 
tung der geraden Linie ZB überführt, die Orientirung von Bin A 
genannt werden. Je nachdem die Richtung, die von 4 nach 5 führt, die 
positive oder die negative Richtung der geraden Linie ZB ist, wird man, 





— BEE 


N 








4 











15. Muller, zur analytischen Geometrie. 247 


in Beziehung auf die durch die Orientirung festgelegte Richtung, B als 
vorwärts oder rückwärts von 4 liegend anzusehen haben und darnach 
die Distanz von B in A als eine positive oder negative Grölse betrachten. 


Die Orientirung und die Distanz von P in 4 geben, in ihrer Ebene, 
olfenbar die Polar-Coordinaten des Puncts BD für den Anfangspunct A ab. 


In einem rechtwinkligen Coordinatensysteme, mit dem Anfangs- 
puncte 4, sind offenbar die Coordinaten des Punctes P die Projections- 
züge, die man erhält, wenn die Distanz BD als ursprünglicher Zug be- 
trachtet und auf die gleichbenamten Coordinaten-Axen, oder auf Grund- 
linien, die diesen Axen parallel sind, projieirt wird. 


20. 

Aufgabe. In einer Grund-Ebene aus den gegebenen rechtwink- 
lisen Coordinaten (e, 5) des Punctes DB und («‘, d’) des Punctes C die 
Orientirung (%) und die Distanz (r) von C in B (oder die relativen Po- 
lar- Coordinaten des Punctes C von B aus) zu finden. 


Auflösung. Essei 4 der Anfangspunet des Systems: dann werden 
der geradlinige Zug BC und der aus den geradlinigen Zügen BA, AC 
zusammengesetzte Zug DAC, da beide von B nach C führen, Projections- 
züge von gleicher Grundgrölse geben, 


Macht man die Abseissen -Axe zur Projections-Grundlinie, so führt 
der Winkel ® aus der Grundrichtung in Z, also aus einer Richtung, die 
der positiven Richtung der Projections-Grundlinie parallel ist, in die po- 
sitive Richtung des Zuges BC über; mithin ist BC.cos® oder, BCl=r 
setzend, rcos® die Projection von BC. Nun ist a, als Abscisse des 
Punctes BD, die Projeetion des Zuges 4B; mithin —« die Projection des 
Zuges BA, und «‘, als Abscisse des Punctes C, die Projection des Zuges 
AC; folglich —a + a‘ die Projection des Zuges BAC. Demnach ist 

rcos® = — ua‘, 
Macht man die Ordinaten-Axe zur Projections-Grundlinie, so erhält man 
auf ähnliche Art die Beziehung | 
rsnd® = —b-+b'. 
Will man zuerst r berechnen, so giebt 
r" cos®’+r’sind’ = (-—a+e'”’ + (—b +2, 


wegen 


r?cosO’+r’sin®? = r’(ce8sP’+sin®?) = r’, 
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r=vYl-e+ef +(—5+2)], 


— at.a 


r 








cod = 


— +4 
r 5 


s sind = 





Man kann bei der Wurzel- Ausziehung für r das Zeichen + oder 
— wählen, je nachdem die durch die Orientirung ® sich festlegende pe- 
sitive Richtung der Linie BC von B nach C oder entgegengesetzt führen 
soll, oder, mit andern Worten: je nachdem die Orientirung C als vor 
wärts oder rückwärts von B liegend geben soll. 


Will man dagegen zuerst ® bestimmen, so giebt 








rsinp _ —b+b’ 
rcosp —a-ta'’ 
wegen 
r sın sın 
nt m t— tang, 
rcosp cosp 
—b-+-b’ —b--b' — f 
tangO — EHE, RN de 
—a-t.a’ sın @ cos 


Unter den beiden, um 180° oder 7 verschiedenen, kleinsten Werthen des 
Winkels, den die Tangente giebt, kann man für ® sowohl den einen als 
den andern wählen, je nachdem man 7 positiv oder negativ haben will. 


Aus der obigen Beziehung erhält man auch noch 
a = a-+trcos®, b’ = b-+rsind, 
um dadurch die Auflösung der Aufgabe, aus den relativen Polar - Coordi- 
naten des Punctes € von B aus, und den rechtwinkligen Coordinaten des 
Punctes B die rechtwinkligen Goordinaten des Punctes € zu finden. 


21. 


Aufgabe. Aus den Orientirungen des Punrctes D in B(®) und 
in € (©) und den relativen Polar-Coordinaten (®, r) des Punctes € in 
B, die Distanzen des Punctes D in B(r‘) und in C(r‘) zu finden. 


Auflösung. Der geradlinige Zug BD giebt bei der Projicirung 
dieselbe Projections-Grundgrölse, wie der aus den beiden geradlinigen 
Zügen BC, CD zusammengesetzte Zug BCD, indem beide von B nach 
D führen. 


Wählt man die Abscissen- Axe zur Projections-Grundlinie, so ist, 
bC=r, bBD=r, CD=r setzend, rcos® die Projection von BC, 
r‘cos®‘ die von BD und r’'cos®‘ die von CD; mithin ist 

I. r' cd’ = rca® + r’ cos®’. 
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Wählt man die Ordinaten- Axe zur Projections - Grundlinie, so sind 
rsind, r'sin®‘, r'sin®‘ die Projectionen der Züge BC, BD, DC, Mau 
hat also 

II. r sind’ = rsin®-+r‘ sind”, 

Für die Elimination von r‘ erhält man, (I.) durch sin®‘, (II.) durch 

sin®’ multiplicirend, als Differenz beider Producte: 
r'(cos®' .sind” —sin®’.cos®') = r(cos®.sin®‘’ —sin®.cos®’') oder 
r‘ (sinD’.cosD” — cos®'.sin®”) = r(sin®.cos®"’— cos®.sin ®’’), 

und daraus 

PR DR sin (g’— op) 


sin(p—p") 
"sin(p’—g') 


"sin (p! — gp'')’ 


r Be 





oder r 





welches, wegen 
sin ®— PD) = —sin(P’—B) und sin(®d’— PN) = — sin(d”’— VD’), 
auf eins hinauskommt. 

Durch Elimination von r’ erhält man a:ıf ähnliche Weise für 7’ 
die gleichbedeutenden Werthe 








BAR sin(p—p) __ sin(p' — g) 
sin —E) 7" Binlp — ip)" 
22, 


Aufgabe. In einer Grund-Ebene aus des Punctes B rechtwink- 
ligen Coordinaten (x, y) des Systems (I.) dessen rechtwinklige Coordina- 
ten (x’, y‘) des Systems (II.) abzuleiten, wenn beide Systeme einen ge- 
meinschaftlichen Anfangspunet £ haben, 

Auflösung. Zuerst sei das System (II.) als von congruenter Form 
mit dem System (I.) vorausgesetzt, also die Drehung, die durch Beschrei- 
bung eines rechten Winkels und der Grundrichtung in die Normalrich- 
tung überführt, in beiden Systemen übereinstimmend, und es sei ® der 
Winkel, der aus der Grundrichtung des Systems (T.) in die des Systems 
(1H.) überführt. Es sei C die Projection des Punctes B auf die Abseissen- 
Axe (1.), also AU=x, und D die Projection des Punctes B auf die Or- 
dinaten-Axe (l.), also 4D=y, so ist auch CB=4D=y, indem CB 
und AD Projectionen von AB auf parallele Grundlinien sind. 

Nun giebt die Projicirung des einfachen geradlinigen Zuges AB 
dieselbe Projections-Grundgröfse, wie die des zusammengesetzten Zuges ACB. 

Für die Abseissen-Axe (11.), als Grundlinie, ist x’ die Projection 


von AB, x.cos(—®) die Projection von 4C, und y.cos (—P -F - ) die 
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Projeetion von CB, wobei die Winkel so ausgedruckt sind, wie sie aus 
der positiven Richtung der Grundlinie in die des ursprünglichen Zu- 
ges der Construction nach überführen. Wegen eos(—P)=cos® und 


cos (-9+ 2) —=sin® ist auch x.cos® die Projection von AC, und 


y.sin® die Projection von CB, 

Man hat demnach z’=xr.cos® +y.sin®. 

Für die Ordinaten- Axe (II.), als Grundlinie, giebt der einfache Zug 
AB die Ordinate y‘, als Projection; aus der positiven Richtung der Grund- 
linie führt der Winkel (— 4 —®) in die des ursprünglichen Zuges 4C, 
und der Winkel (—P) in eine der positiven Richtung des ursprünglichen 


Zuges CB parallele Richtung über; also ist x.cos (— —Pp) +y.cos(—D), 


oder, wegen cos (— RT p) = sin (—P) = — sind und cos(—P)=cos®, 


2 
ist — x.sind® +y.cos® die Projection des zusammengesetzten Zuges ACB. 
Man hat demnach y =—r.sin®+y.cosP. 


Sobald das System (Il.) zum Systeme (I.) symmetrisch ist, so dafs 
also die Normalrichtusg in dem einen Systeme rechts von der Grund- 
richtung, im andern links von ihr liegt, wird man den Übergang wie vor- 
hin auszuführen und darauf das Zeichen der Ordinate umzukehren haben; 
es ist demnach für diesen Fall, mit Beibehaltung der Winkel- Construction 
® aus dem Systeme (I.), 

x’ = x.cos®+y.sin®, y' = #.sn® —y.cos®. 

Da die Beschreibung des Winkels ® auch als eine Drehung um 
die supponirte Vertical- Axe anzusehen ist, so gilt die Auflösung dieser 
Aufgabe auch für den Fall, wo im Raume aus den rechtwinkligen Coor- 
dinaten (x, y, z) des Punctes B des Systems (I.), dessen rechtwinklige 
Coordinaten (x‘, y’, 2) des Systems (11.) zu finden sind, wenn beide Sy- 
steme nicht nur den Anfangspunct, sondern auch die Vertical- Axe ge- 
meinschaftlich haben. Dann ist, neben den oben für x’, y‘ gefundenen 
Ausdrücken, z’=z, es sei denn, dals die Verticalrichtung im Systeme (II.) 
der des Systems (I.) entgegengesetzt genommen würde, so dals, wegen 
der symmetrischen Form, dann = —z ist. 

23. 

Aufgabe. Aus des Punctes B rechtwinkligen Coordinaten (x, y, :) 

des Systems (I.) dessen rechtwinklige Coordinaten (x’, y’, =’) des Systems 
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(1I.) zu finden, wenn beide Systeme einerlei Punet A zum Anfangs- 
puncte haben. 

Auflösung. Die gegenseitige Lage der Grund- Normal- und 
Vertical - Richtung des Systems stellt sich bei der Vergleichung der 
Systeme (l.) und (Il.) entweder als congruente oder als symmetrische 
Form dar. 

Zuerst sei die congruente Form vorausgesetzt. Dann wird die 
Winkelbeschreibung um den Anfangspunct A, die aus der Grundrichtung 
in die Normalrichtung durch einen rechten Winkel überführt, und auch als 
eine Drehung um die Vertical- Axe erscheint, von der Seite der Ver- 
ticalrichtung oder der inwendigen Seite der Grund-Ebene 
betrachtet, in beiden Systemen zugleich entweder von der Linken zur 
Rechten oder von der Rechten zur Liuken führen. Auf ähnliche Art 
wird man, bei jeder Drehung um eine andere Coordinaten-Axe, die eine 
Beschreibungsform als eine Drehung von der Linken zur Rechten, die 
andere als eine Drehung von der Rechten zur Linken auf eine bestimmte 
Weise benennen und unterscheiden können. Alle Zweideutigkeit der po- 
sitiven und negativen Richtungsbezeichnung und Winkelbeschreibung fällt 
weg, wenn bei dem Übergange aus dem Systeme (I.) in das System (II.) 
durch successive Drehung um Coordinaten-Axen die Bedingung aufge- 
stellt wird, dafs alle Drehungen derjenigen conform sein sollen, die im 
Systeme (I.) aus der Grundrichtung durch eine Viertel-Umdrehung in 
die Normalrichtung überführt, so dals diese Drehung als eine positive be- 
trachtet wird, und sich darnach zugleich für alle übrigen bestimmt, ob 
die Drehung von der Rechten zur Linken oder die entgegengesetzte als 
die positive Form gilt. 

Aus der gegebenen gegenseitigen Lage der Systeme (T.) und (II.) 
wird die Lage der Durchschnittslinie der xy Ebene mit der x’y’‘ Ebene 
bekannt sein. Diese Durchschnittslinie soll als Axe eines Coordinaten- 
Systems betrachtet und die x’ Axe genannt werden. In der x’ Axe soll 
ferner diejenige Richtung als die positive betrachtet werden, für welche 
die Drehung um diese Axe, welche die Grund-Ebene aus der Lage des 
Systems (1.) in, die Lage des Systems (II.) überführt, als conforme Dre- 


hung erscheint. 
Es sei & der Winkel, der im Anfangspuncte 4 durch Drehung um 
die zsAxe aus der positiven Richtung der x Axe in die der x’ Axe über- 
33 * 
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führt. Man betrachte diese Drehung als eine Verlegung des Systems (I.) 
und bestimme nach der Auflösung der vorigen Aufgabe die neuentsprechen- 
den Goordinaten x, y‘, z'‘ des Punctes B. Man erhält 


x = #.cosu+ty.sing, y' = —er.sinß+y.cose, 2." 


Es seiß der Winkel, der durch Drehung um die x Axe die xy‘ 
Ebene aus der Lage der xy Ebene des Systems (I.), mit der sie zusam- 
menfüällt, in die Lage der Grund-Ebene des Systems (II.), mit Unter- 
scheidung der inwendigen und auswendigen Seite, überführt, so wird auch 
der Winkel ß aus der Verticalrichtung des Systems (I.) in die des Sy- 
stems (11.) überführen. Man betrachte wiederum diese Drehung als eine 
Verlegung des Coordinatensystems, und x, y‘'‘, z‘‘ als die neuentsprechen- 


den Coordinaten des Punctes DB. Dann bekommt man 
td 


xt at, y' —= y'rcoß+x”sinß, 2’ = —y'sinß+ x”. cosß. 

Endlich sei y der Winkel, der durch Drehung um die 2’ Axe 
(die mit der z’ Axe zusammenfällt) im Anfangspuncte 4 aus der positiven 
Richtung der x‘ Axe in die der x’ Axe überführt: so bringt die durch 
diese Drehung entstehende Verlegung der Coordinaten- Axen das System 
(II.) hervor; man hat also 
x = x'".cosy+y'.siniy y=—z”’.sioy+y”.coy = 2", 
Die Zurückführung durch Substitution, giebt: 

/ 


x’ = x.(6084.C08y— sing.sin‘y.cosß) 


+ y(sina.cosy + cosa.siny.cosß)+z.siny.sinß, 


y’ = x.(— c0s4.siny— sin &.cosY.cosß) 
+y(—sina.siny-+ cosa@.cosy.cosß) + z.cosy.sinß, 
z' — x.sina.sinß—y.cosa.sinß-+ z.cosß. 


Sobald im Systeme (II.) die Lage der Grund- Normal- und Ver- 
tical-Richtung symmetrisch zu der im Systeme (I.) ist, bleibt nach 
der Ausführung des vorhergehenden Übergangs moch das Zeichen im 
Ausdruck für z/ zu verändern; wobei nicht zu übersehen ist, dafs die 


Winkel-Construction dem Systeme (l.) entspricht. 


Auf einem andern Wege giebt die allgemeine Projections - Bezie- 


hung, nach welcher die Coordinaten x’, y', z° die Projectionen des ge- 
radlinigen Zuges AB auf die Coordinaten-Axen sind, da auch der Coor- 
dinatenzug xyz von A nach B führt, wegen Gleichheit der Grundgrölse 
der Projection der von A nach B führenden Züge: 
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= r.cos(x’z)+y.cos(x’y)+z.cos(.x’z), 
= x.cos(y'x)-+y.cos(y’y)+z.cos(y’z), 
= x.cos(s’x)-+y.cos(z’y)+z.cos(zz), 
wo cos(x’x) dem Cosinus des Winkels bezeichnen soll, der aus der 
positiven Richtung der x’ Axe in die der x Axe überführt, u. s. f. 
Da cos(x x') = cos(x’x) ist, so kann man auch setzen 
= x.cos(rx’)+y.cos(yx')+3.cos(zx), 
= x.eos(ey')+y.cos(yy’)+z.cos(zy‘), 
z = x.c08(&2')+y.cos(yz)+z.cos(zz:). 
Durch Gleichsetzung der identischen Coeffieienten, erhält man folgende 
allgemeiyg gültige Relationen: 


8 
\ 


N 


1. Für zwei congruente Systeme: 


cos(xx') = cos(x’x) —= 0054.C08Yy —sina.siny.cosß, 
cos(yx’) = cos(x’y) = sinw.cosy-+ cosa.siny.cosß, 
cos(zx') = cos(x’z) = siny.sinß, 

cos(zy') = cos(y’x) = — cosd.siny — sin. Cc03Y.cosß, 
cos(yy') = cos(y'y) = —sind.siny-+ cos&.cosy.cosß, 
cos(zy‘) = cos(y’z) = cosy.sinß, 

eos(x2) = cos(z'x) = sina.sinß, 

eos(yz') = cos(zy) = —cosu.sinß, 

eos(z2') = cos(z'z) = eosß. 


2. Für zwei symmetrische Systeme: 
Hiebei erhalten die drei letzteren Relationen das entgegengesetzte Zeichen, 
nämlich eos(ez')= —sina.sinß, cos(yz)=+cosa.sinß, cos(z2) = 
— cosß; die übrigen verändern sich nicht, und es gehört dabei die Win- 
kel-Construetion dem Systeme (I.) an. 


24. 

Aufgabe. Im Raume die Gleichung einer Ebene für rechtwink- 
lige Coordinaten zu finden. 

Auflösung. Es sei U das vom Anfangspuncte f des Coordi- 
natensystems auf die Ebene herabgefällte Perpendikel, und in dieser gera- 
den Linie diejenige Richtung als die positive angenommen, die von U aus 
an der inwendigen (oberen) Seite der Ebene liegt, Setzt man dann den 
Zug AU=r, so wird r positiv sein, wenn Ä an der auswendigen Seite 
(unter) der Ebene, negativ, wenn A au der inwendigen Seite (über) der 
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Ebene liegt. Da die Lage selbst als gegeben vorausgesetzt werden mulfs, 
so können auch die Winkel als bekannt angesehen werden, welche aus 
der positiven Richtung des Zuges r in die Grund- Normal- und Vertical- 
Richtung des Coordinatensystems überführen, und hier durch «a, ß, y be- 
zeichnet sein mögen. Betrachtet man 4U als Projections- Grundlinie, so 
ist Z/ die gemeinschaftliche Projection aller Puncte in der Ebene, 


Der Coordinatenzug xyz, der von / nach einem beliebigen Puncte 
S in der Ebene führt, giebt dann allemal den Zug AU zur Projection, 
während jeder Coordinatenzug, der von #/ nach einem nicht in der Ebene 
liegenden Puncte führt, einen Projectionszug von anderer Gröfßse giebt. 


Man erhält demnach, die Projection des Coordinatenzuges AS aus 
seinen drei Theilen zusammensetzend: 
r = 0084.04 cosß,y--cosy.z, 
und dadurch eine Gleichung, welche nur zwischen den Coordinaten der 
Puncte statt findet, die in der Ebene liegen, 
Wäre die Lage der Ebene nicht durch die Größen r, a, ß, Y; 
sondern durch die Coordinaten a, b, ce des Punctes U gegeben, so hätte 


man @a=rcosad, b=rcosß, e=rcosy und ®+2°+c0=[1r?, folglich 


1,9% 2) 5) b 
r=y|(e +b’+c)], s=—, coß=—, coy=—, und daraus, sub- 


stituirend: 
r=ax+tby-+tecz, 
als gesuchte Gleichung der Ebene, 
25, 

Aufgabe, Aus der für rechtwinklige Coordinaten gegebenen Glei- 
chung einer ebenen Curve die Beziehungen der Lage und Grölse für die 
Subtangente und Subnormale nachzuweisen. 

Auflösung. Es sei £/ der Anfangspunct des Coordinatensystems, 
M ein Punct im Zuge der Curve, AP =u« die Abscisse, PM =y die Or- 
dinate des Punctes M. Es sei 7’ der Durchschnitt der Abscissen- Axe 
mit der Tangente an M, und N der Durchschnitt der Abscissen- Axe mit 
der Normale des Punetes M. Die im Zuge der Curve als positiv ange- 
nommene Beschreibungsform wird in M zugleich die positive Richtung in 
der Berührungslinie angeben. Es sei ® der Winkel, der in diese Rich- 
tung aus der Grundriehtung in M und in 7’ überführt, so hat man für 
die Züge ZM, TP, PM die Beziehungen TP=T7M.cos®, PN = TM,sin®, 
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und daraus 7? = PM.cotang® =y.cotang®; es ist aber, als Zug, PT= 
—/7P, mithin ist die Subtangente des Punctes M oder der Zug PT= 
— y.cotangP. 

Da die Normale rechtwinklig gegen die Tangente liegt, so führt 
der Winkel (D+37) aus der Grundrichtung in M und in NV in eine von 
den Richtungen in der Normale über, mithin ist VP= NM.cos(®+%7) 
= — NM.sind® und PM =NM.sin(® +37) = NM.cos®, also NP= 
— NM .tang® = —y.tang®. Nun ist als Zug PN=— NP; folglich ist 
die Subnormale PY = y.tang. 


Betrachtet man M als Anfangspunct des zum Bogen s hinzukom- 
menden Theils, so erscheint ds, das Differenzial von s, als unendlich klei- 
ner ursprünglicher Zug in der End-Richtungslinie des Grundwinkels D, 


dx als die Grundprojection und dy als die Normalprojection von ds. 


Man hat aloo de=ds.cos® und dy=ds.sin®. Demnach ist = 


tang ®, also die Subtangente P’=—.y. Fr und die Subnormale PN =y. = . 


26. 

Aufgabe. In einer Grund- Ebene ist die Lage von drei Puncten 
A, B, C durch ihre rechtwinkligen Coordinaten (a,b), (a‘, b‘), (a’', 5’) be- 
kannt. Man sucht daraus und aus den in einem Standpuncte D in der- 
selben Grund-Ebene gemessenen Winkeln zwischen den Objecten A, B, 
C die Lage dieses Standpunctes durch dessen rechtwinklige Coordina- 
ten (x, Y)- 

Auflösung. Es bezeichne « den Winkel, der aus der Richtung 
DA in die Richtung DB, ß den Winkel, der aus DA in DC, und y den 
Winkel, der aus DB in DC überführt: so sind zunächst die Grundgrö- 
[sen dieser Winkel aus den zwischen den Objecten gemessenen Winkeln 
zu bestimmen, indem das Coordinatensystem durch die angenommene 
Lage der Grund- und Normal-Richtung die positive Drehung festlegt, 
und dadurch vorschreibt, ob die durch «a, £, Y bezeichneten Richtungs- 
Übergänge positive oder negative Winkel sind. 

Als Hülfssatz für diese Auflösung wird als bekannt vorausgesetzt, 
dals, wenn P, Q, R, 5 Puncte in einem Umkreise sind, die Drehung, 
welche in R aus der geraden Linie AP in die gerade Linie RQ überführt, 
auch in S aus der geraden Linie SP in die gerade Linie SQ überführen 


| 








256 15. Müller, zur analytischen Geometrie. 


wird. Diese Beziehung ist eine einfache Folgerung aus den Eigenschaften 
der Peripheriewinkel im Kreise, und es versteht sich, dafs dabei die Dre- 
hungen in übereinstimmendem Sinne vorzunehmen sind. 

Die drei Puncte A, B, D legen, wenn sie nicht auf derselben ge- 
raden Linie liegen, welcher Fall hier ausgeschlossen* ist, einen Umkreis 
fest, der durch sie hindurch geht. Führte dieser Umkreis auch durch 
den Punct C, so wäre die Aufgabe unbestimmt. Es sei also E der 
zweite und von € verschiedene Punct, in welchem die gerade Linie DC 
den Umkreis /BD, aufser in D, trifft. 

Zur Bestimmung der Lage des Punctes E hat man sowohl in 4 
als in B eine Orientirung des Punctes E. In D führt der Winkel y aus 
der geraden Linie DB in die gerade Linie DC oder DE über; mithin führt 
eben dieser Winkel in 4 aus der geraden Linie 4B in die gerade Linie 
AF über. Man erhält daher, die aus den rechtwinkligen Coordinaten 
sich ergebende Orientirung von B in 4 durch ® bezeichnend, (®-+Yy) als 
eine Orientirung von E in 4. Ferner führt in D der Winkel ß aus der 
geraden Linie DA in die gerade Linie DC oder DE über; mithin wird 
der Winkel ß auch in BD aus der geraden Linie BA in die gerade Linie 
BE überführen und es ist (©+Pß) eine Orientirung von E in B, indem 
die Orientirung ®, von B in 4, zugleich eine Orientirung von 4 in B ist. 
Man erhält daher (21.), die relativen Polar- Coordinaten vonB in 4 durch 


(®,r) bezeichnend, (©+y) UP) als die relativen Polar - Coordinaten 
e sında 


4 P \ r.sin, 
on E : also, (O+Yy)=u, — 
von E in 4; also, (D+Y; te 

CGoordinaten (U, B) des Punctes E die Werthe 
A= a+/fcosı, B = b+fsinu. 
Desgleichen erhält man für die relativen Polar-Coordinaten des Punctes 
a 5 : ‚ r.siny 
E in BD die Werthe (o+ß) 7) und dadurch auch Y=e’+2.cosv, 


sin& 


@) 
I 





—=f setzend, für die rechtwinkligen 








: r.siny s 
B—b'+g.sinv, wenn D+ß=v und Pe: “ = g gesetzt wird. 


Aus den rechtwinkligen Coordinaten der Puncte E und CU ergiebt 
sich eine Örientirung ) von C in E, die auch als eine Orientirung von 
Din E eilt, da D in der geraden Linie CE, oder in deren Verlängerung 
liegt. Im Standpuncte D führt der Winkel (—ß) aus der Richtung DC 
in die Richtung D4, mithin aus der geraden Linie DE in die gerade Li- 
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nie DA über: also giebt ()—P) eine Orientirung von A in D, und da- 
durch zugleich eine Orientirung von D in 4. Ferner führt in D der 
Winkel (—y) aus der Richtung DC in die Richtung DB, mithin aus der 
geraden Linie DE in die gerade Linie DB über; es giebt also der Win- 
kel (d)—y) eine Orientirung von B in D und dadurch zugleich eine 
Orientirung von D in B. Aus den rechtwinkligen Coordinaten der Puncte 
4, D, E und den Orientirungen der Punete D in 4, B und E, ergeben 
sich auf sechs Wegen die Coordinaten des Punctes D, Man bekommt 
F.sin (w — u) a sin (y — u) 


sin 9 sin« 








nämlich (21.) in _/ die Distanz von D= 


mithin, diese =’ und die Orientirung von D in 4 oder ()—P) = u/ 
setzend, z=a-+-f cosu’, y=b-+f'sinu’; ferner die Distanz von D in 


b 


ug r.sin (u — 6 
B=!: u P} oder = eo N; mithin, diese =" und die Orien- 








tirung von D in B oder —y=u” setzend, z= a’ +f’.cosu‘, y 


F.sin (u — u) 


sin B 








b’+f'.sinu‘; endlich die Distanz von Dim Z= oder = 





.si ben ) - ” ® . . 
un “ ‚ und diese =» setzend und mit der Orientirung von D in E, 


die =) ist, verknüpfend, e=A-2.cos), y=B-+o.siny. 

Sollte E mit D zusammenfallen, so wird =, y=®B sein. 
Dann ist f"=0, also sin(W“—u)=0 und u’—u entweder =0, oder 
ein Vielfaches von +7. 

Die gegenwärtige Auflösung dürfte die vollständigste und alige- 
meinste sein, die sich über das der practischen Geometrie angehörende 
sogenannte Problem der drei Puncte geben lälst. 

Schlulsbemerkung. Der Zweck dieser Abhandlung wird er- 
reicht sind, wenn sie dazu beiträgt, auf die Allgemeinheit, den sicheru 
methodischen Gang und die verbältnifsmälsige Leichtigkeit der Auffassung 
aufmerksam zu machen, welche die Anwendung der Lehre vom Zuge 
auf die analytische Behandlung der Geometrie mit sich führt. Man darf 
von dieser behaupten, dafs sie eine scharf bestimmte, mit der Consiruc- 
tion Hand in Hand gehende, analytische Darstellung geometrischer Be- 
ziehungen hervorbriugt, und dals sie in dieser Hinsicht mehr leistet. wie 
irgend eine andere bekannt gewordene Methode. 


EEE BE REDNER nu ——. — 
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16. 


Sur les integrales Euleriennes. 
(Par Mr. G. Lejeune Dirichlet.) 





® (4 . “ 
Lies integrales que Legendre a appelees Euleriennes de premiere et de 
seconde espece, sont celles que renferment les @quations 


1 n ‚a—1 dv b 
1. / l— Tao de = I I (--) 
pP ( J RR (1 + y).t0 a ’ 


2. / (to) dar=Serydy=Tl), 


19) 





dans lesquelles les constantes @ et 5, ou du moins leurs parties rdelles 
doivent ötre supposdes positives pour que les int@grales ne deviennent pas 
infinies. Euler a fait voir qu'il y a entre ces deux transcendantes cette 


3 EN _ T(a)T (b) 
s a/ Tl(a+b) * 


Cette equation qui fait d@ependre une integrale de premiere espece de 


relation tres simple 


trois integrales de seconde espece, renferme aussi une des principales pro- 
prietes de la fonction I’(e). En ellet, si lon y suppose a+5 =1, on 
trouve, en ayant egard a l’equation evidente T(1)=1, 


n ‚a1 | 
I(«)I(i—a = / 2, 
( JF+\ ) > 1+y 


Or cette derniere integrale a la valeur tres simple 





‚„ comme Euler 
sın ar 


l’a trouv& par l'integration d’une fraction rationelle et comme on la ve- 
rifi& de dill@rentes manieres. On a done definitivement 


4, I (a) I(I—e) = 


Pour £tablir l’&quation (3.) et les autres proprietes des integrales Eule- 
Pr , \ (4 [4 ’ 5 (d Y 
riennes, les gCometres ont employ& des procedes assez differens. Mr. Gauss 
part de l’equation 


5. I («e) == 


st 





: . 
sınası 


1.2. Ion 





u? (k = x) 


a(la+1)(a+2)....(a+k—1) 
qui s’accorde avec la formule que Laplace a donnee pour exprimer la va- 
leur approch&e du produit a(@+1)....(@a-+&—1), lorsqu’on y suppose & 
tres grand. Apres avoir d@montre que l’expression (5.) converge vers une 
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limite determinde lorsqu’on y fait croitre indehiniment l’entier positif #, 
Mr. Gauss pose cette limite comme definition de I‘(«) et deduit de lü 
’, » [ . [) (4 x .gp 
au moyen des series et des produits infinis tous les theoremes relatils aux 
transcendantes Euleriennes, y compris les &quations (1. 2.) et @.). 
u P q ’ 
Cette marche tr&s naturelle, lorsqu’on prend ce point de depart, ne lest 
plus lorsqu’on definit ces transcendantes au moyen des &quations (1.) et 
(2.), c’est-A-dire comme des integrales. II parait alors plus simple et 
plus conforme ü la definition de ces transcendantes de tout tirer du calcul 
int@gral. L’equation (3.) qui comprend la formule (4.), ayant deja £te 
d@montrde par Mrs. Poisson et Jacobi*), en transformant les intÖgrales 
. ” [4 . . ’ | 
qui y entrent, il reste pour rendre la theorie des int@grales Euleriennes 
plus uniforme, ä prouver par lintegration les autres formules qui s’y rap- 
portent et particulierement l’@quation remarquable 


n—1 


6. T(a)T(a+ -) T (a - =) eX T(a . -) — (Ir)? nn a), 


n 





qui a et@ donnee par Mr. Gauss et Legendre, mais qu’on n’a pas encore 
d@montrde que je sache sans recourir aux developpemens infinis **). C'est 
lobjet que je vais remplir en peu de mots, 


L’@quation (2.) donne par un simple changement de variable 
. l(a) 
7? / ee”) u. d = 7 —— 
RR Y Y se ’ 


ou s est une constante positive. 
Si on y suppose @e = 1, et que l!’on integre par rapport a s entre 





les limites 1 et s, on aura Ja formule connue 
OR BEL. 
8. / (eT7 —e fy3 = log(s). 
ı/ 0 


Si l’on dill@rentie maintenant l’equation (2.) par rapport a a, apres y avoir 
remplace y par s, on aura 


es 
1 a—1 en IaN 
9. / e"’s!log(s)ds = I'(a), 





Jo 
x N . d I a x 
ou lon a fait pour abreger — — U’ (a). 





*) Journal de !’Ecole polytech. 19iem® cahier pag. 477. Journal de Mr. Crelle, 
tome XI. pag. 307. 

**) Voyez sur ce point: Comment. Gottg. rec. vol.II., le Traite des fonctions 
elliptiques vol. 11., les Exercices de Mr. Cauchy 1Yi*m® Jivraison et un memoire de 
Mr. Crelle toın. VIJ. pag. 375 de son Journal. 
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Substituant pour log(s) l’imtegrale (8.), et intervertissant Pordre‘ des 


int@grations, il vient 


© Iy © Bi} <)7 
2 (er / ei srds— 7 ettys ga-tg s) = 1’(e), 
Vo v Oo 


'’,7 
eu, si Fon met en vertw des @quations (2.) et (7.), Te), ur a ka 


place des deux integrales relatives a s, 
an dy A 1 L 
10. I’(a / —(e Y— 7) ee E’(), 
\ ) 5 Y (1+7)° \ ); 


equation qu’on peut mettre sous a“ autre forme, en introduisant une 


nouvelle variable x telle que = -——— 
5° \ 

u Bee; . ds I’ (a) Le logT (a) 

il. / (e —— 7 reers = Ta) = = 2 


.“ o 





1 2 —Ai » . 
Mettant e, ae+—, at —y men at+- rarh oa 2 desigue un entier posi= 





tif independant de a, a la place de a et faisant la somme de toutes ves 
equations, on aura 
1 j 1 [ 2 2 n—] d 
2 Zi , — a [ ı 2 r = X 2. ..., y )] - == 
E b u r . al—x) 5, 


si l’on fait pour abreger, 


anerlat) oe (+) 


benhn da 





dloseY (ae) 
‚$ — in i 
da d (4 





ou ce qui revieut au mEme 


} N L Er Z N 
\ 
ne c® ) dx r 
T m — id or 





o (ll 1_ 2:7 © 
x par 2”, cette er deviendra 
t 


N “u 
oe er „ra \dz A) 
| (er: E .8. 
Pr L—ı — x 


Si l’on retranche de cette dquation Fequation (11.), apres aroir multiplie 
:@, on trouve, en remettant 
I’(na) __ dlog I (na) 


e ale :t en remärquant au onan— u 
pour 5 sa valeur et arg Tina) da 


1 1 Er m 
-- PP: [rorl+,). 14) 
r \ n 


Demplax ant & 





celle-ci par 2 et y avoir remplace @ par ? 








1 1 en A N 
[ ne e da d kon ı 

) sinne en ee — mn due “ m 
, : Do\ Una , 
“ o \ P2 


1l—x iI--x, 




















16. G. Lejeume Dirichlet, sin les intÖgrales Eulriennes. 361 


Designant par log(p) le premier membre de cette “quation, qui ne depend 
pas de a, integrant par rapport a @ et passant des logarithmes aux nom- 
bres, on aura 


12. Ko)lla+-)....T(@ +2) = zp'Tine), 


ou 7 est la constante introduite par Vintegration. Pour determiner les 
quantites » et 9, l’une et l’autre independautes de @, on changera @ en 


1 





1 us . [) s r 0} 
@-+—. Divisaut l’equation qui resulte de ce changement par l’eqnation 


(12.), on trouve 
T(a+1) _, „»I(na+1) 
Bun I (na) ? 
d’ou l’on conclut en vertu de l’equation connue Tb +1)=2b[T/b), 
p=n", 
L'equation (12.) devient ainsi 


Te) T(a+ —) A .T(e+ u — yn"T/na). 


n 





. 1 . 
Pour döterminer 9, on fera a=—, ce qui donne 


Er... et 


Si l’on €crit cette equation une seconde fois en renversant l’ordre des fac- 





teurs et si !’on forme ensuite le produit des deux &quations, en dvaluant 
le produit de deux facteurs de möme rang au moyen de la formule (4.), 


on obtient 
st rt st Bei. 
.. u ur) A 
E 2 It 5 n—1.r nn? 
sın = sın — sın ———— 
n n n 








zubstituant pour le premier membre sa valeur connue, on conclut 


n—1 
en FEN 2 
7 Bar a (Ir) vn. 
On a done defnitivement 


Ta)T(a+ —) T(a+-). ..I(e +") 


n 





(a), 


N 
NS 
4, 
Ned 
nl 
S 


ce qui coincide avec l’Cquation (6.). 
L'&quation (1i.) differe un peu par sa forme de l’öquation connue 


13, fi 








1 ern dloeTl (a) 
a et ET 
! i— x da 
> log Su # 
Se 
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Pour obtenir cette derniere, il faut transformer d’une maniere differente 


les deux parties de lintegrale (10.). En posant, comme plus haut, x = 


1 ® .x . u r 
ik; dans la seconde, il faut dans la premiere qui contient Pexponen- 


er | 1 
tielle e”’, remplacer y par log (—). Mais ce proc@d& n'est pas exempt 


de diffieult&, car on sait qu'il n’est pas permis en general d’employer des 
‚ substitutions differentes dans deux parties d’une int@grale, lorsque ces par- 
ties sont scpar&ment infinies. Pour se’ convaincre que dans le cas actuel 
le r@sultat auquel on arrive en operant comme on vient de le dire, est 
ncanmoins exact, on remarquera que, puisque la fonction sous le signe 
somme dans liintegrale (10.) ne devient pas infinie pour y=0, la dille- 
rence entre cette integrale et l’expression 


r u. 1 dy 
ran al # Be i.. 
A+y)/y? 


deviendra moindre que toute quantitc assignable, lorsqu’on fait decroitre 
ind&finiment le nombre positif e. En eilectuant dans Fintdgrale (14.) les 


deux substitutions indiquees, elle prendra cette forme 
1 


—£ — 
ie dx IE ga—l dr 
BA7r un 9 
Ö log (—) n . 
ac) 


ou, ce qui est la meme chose en ajoutant et en retranchant en möme 
1 


Pi an al Bl+e dx 
temps Fıntegrale RE ER : 
—. log (—) 





0 


® alt jan! N 1-F: x 
15. a fh de— ei... AU 
i i—x 1 
he Iris 


La fonction sous le signe somme dans la derniere de ces deux integrales 
qui est du genre de celles que Mr. Cauchy appelle singulicres , croissant 
lorsque x passe de la limite inferieure a la limite superieure, cette intl- 





ee. . .,., 
srale est evidemment moindre que la quantite 


| | 
(1) 
qui devient infiniment petite en m&me temps que &. Il suit de Ju et de 
ce qui preeede, que la premiere des integrales (15.) finira par differer de 
Dintegrale (10.) d’une quantit@ moindre que toute grandeur assignable., 
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a—1 
X 


1 
log (—) FR 
Ic 
pour = 1, cette möme integrale (15.) converge aussi pour des valeurs 
decroissantes de e vers la limite 


1 1 ze \ 
y l (17-2) 
0 0851 


Ic 


D’un autre cöte, comme la fonction a une valeur finie 





qui doit par consdquent coincider avec lintegrale (10.); ce qui montre l’ac- 


cord des &quations (10.) et (13.). 
Je ferai remarquer encore que l’@quation (3.), apres y avoir rem- 


„ b .. „ ,„ . , ., . . 
place (-) par lintegrale (1.), etant dillerentiee logarithmiquement par 


rapport ü d, donne d’abord 
we gi = ER T’(b) — en) /ı ae a)! 2’ 1 
fi dd log (x) dx = FE - Tas) A dx, 
et par suite, en ayant dgard A l’equation (11.), 
Y di, a Sage a 
z A1—a)!2? 110g (—) da EM. + dx Fi d— ade, 


0 





theoreme connu qu’Euler a deduit de la consideration d’un produit com- 
pos€ d’un nombre infini de facteurs. 

En terminant je demontrerai une dquation qui comprend la for- 
mule (3.). L’&quation (7.) donne, en y mettant c+z.ü la place de s, 


" ertet9y RU .. u 
E J 'dipen (c+2z)* 
Multipliant celle-ci par e”’’z’"'dz, db et k d£signant ainsi que @ et c des 


constantes positives, et int@grant depuis z=0 jusqu’a s= er ii vient 
eh „ z 


” ın N 
, ” ’ e n 
ey yııd / ehe Aldz — T(a)f u 70 
f, J J o JS o (ce-F2)" 
@quation qui prend cette autre forme, si l’on y met pour l'integrale rela- 
tive ä x dans le af Nee sa valeur donnde par la formule (7.), 


ruf dy = Ta) YA od 2. 


Cette relation entre deux transcendantes de m&me forme rentre dans 
Pequation (3.) lorsqu’on fait ce=0, k=1. I faut dans ce cas pour que 
les deux membres ne deviennent pas inlinis, supposer bJ>e; mettant 
done @ +5 ü la place de 5, om aura preeisement l’equation (3.). 








EEE TE TE 
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17. 


Summenrechnung für Reihen, die durch zusammen- 
gesetzte F'unctionen erzeugt werden. 


(Von dem Herrn Prof. Oettinger zu Heidelberg.) 


(Fortsetzung von No.6. und 14. Band XT., No. 24. Band XII., No. 22., 23. und 24. Band XIH,, 
No. 18. und 23. Band. XIV.) 





$. 104. 
Nachdem wir die Summenreihen, die durch einfache Funetionen erzeugt 
werden, betrachtet und die ihnen zugehörigen Summen - Ausdrücke aufge- 
sucht haben, gehen wir zur Betrachtung solcher Summenreihen über, die 
durch zusammengesetzte Functionen erzeugt werden, 

Wie wir bei den Reihen, die durch einfache Functionen erzeugt 
wurden, Reihen unterschieden haben, die mit den fallenden figurirten und 
die mit steigenden figurirten Vorzahlen $. 73.— 89. und $. 90.— 103. ver- 
bunden sind, so können wir auch bei den Reihen, die durch zusammen- 
vesetzte Functionen erzeugt werden, diesen Unterschied beibehalten. Eben 
so werden wir auch hier zwischen Reiben, deren Glieder mit positiven; 
und solchen, deren Glieder mit abwechselnden Zeichen verbunden sind, 
zu unterscheiden haben. 

Die Art und Weise aber, wie wir die Summen - Ausdrücke für Rei- 
hen, die durch zusammengesetzte Functionen erzeugt werden, aufsuchen 
werden, füllt im Allgemeinen mit der, wie die einfachen aufgesucht wur- 
den, zusammen, und ist nur darin von jener verschieden, dals wir in den 
6$.73.; 90., 91. und 92. gegebenen formellen Darstellungen die einfachen 
Functionen als zusammengesetzt betrachten und dann an den zusammen- 
gesetzten Funetionen diejenigen Geschäfte ausführen, welche die gegebe- 
ven Gleichungen angeben, und deren entwickelte Darstellung in der drit«- 
ten und vierten Abhandlung, die von den Aufstufungen und Unterschieden 
der zusammengesetzten Functionen handeln, gefunden wurde. 

Wir beschäftigen uns zuerst mit solchen Reihen, deren Glieder mit 
positiven Zeiehen und mit den abnehmenden Sgurirten Zahlen verbunden 
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sind, legen zu dem Ende die erste Darstellung von (350.) zu Grunde und 
setzen in ihr statt der einfachen Function X die zusammengesetzte XF. 
Dadurch erhalten wir 

X, Y, r A, Y+X, Y, +; Y,+ ne + A, Y, =4ı" Knrı Y,4)— 4" (X Y,). 
Dieser Gleichung entnehmen wir folgende Bedeutung. Eine Reihe, deren 
Glieder durch eine zusammengesetzte Function nach einem Gesetze, wie es 
den Gliedern auf der linken Seite des Gleichheitszeichens zum Grunde liegt, 


erzeugt werden, wird dadurch summirt, dals der erste negative Unter- 
schied von den Functionen, wie die Ausdrücke auf der rechten Seite des 


Gleichheitszeichens angeben, genommen wird. 


Den Ausdruck 4'(X,„,,. #41) können wir nun nach der ersten 
Gleichung (317.) darstellen, wenn dort py=r-+1 und a7'(X,F,) nach 
der ersten Gleichung von (316.) gesetzt wird. Dies führt zu folgender 
Gleichung: 

43. KUCILKLTLKLILT+.... +, 
= Kup AT ap — AA AT Fa a Rp A" Ye en 
—X,."% +4%.: a — X. +... 
Legen wir die zweite Reihe in der Darstellung (350.) zum Grunde, und 
setzen statt der einfachen Function X die zusammengesetzte ÄY, so er« 
halten wir 
0.2 z# DPD fr „2/2 9 FE 210 2.0 9P PB DEE Zaren „2 en 4 
1 "N 0) r 
= u (A494) = an (A Y)— 37 (A, Yı) 





Führen wir nun aus (317.) die auf der rechten Seite des Gleichheitszei- 
chens augedeuteten Werthe ein, so entsteht 


474. rHY)KHKH+FRÄL NY HR NK +.... FARY, 
= Au pm 2a I 2X 3A AT Aa ee 


mg aXa”Yı 2X...) 
— KATY HUN ATI SL +.... 


Fahren ‚wir mit dieser Substitution: fort, se ‚erhalten wir, ganz auf die 
nämliche Art allgemein aus (347.): 


Crelle’s Journal d. M. Bd.XV. Hft. 3. 35 
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(nH1yr—ırı —fr-ılı 
475. RN + mh Kt. Hr, 














ar: 
Kr ei be Pe rei, daauby;i 
Her — EI An AR 
IT [N 43ER...) 
He [Ka —3aX, a H6ARX,. a9, —....] 


® ® . “ ® 0 


— A, _ı ad =” + 7 Au t am > AEER + 4) X FR „a 2 k 





Die vorstehenden Gleichungen zeigen, wie der Summen - Ausdruck für 
 zusammengesetzte Reihen aus den positiven und negativen Unterschieden 
der einfachen Functionen gefunden werden kann. 


Wir bemerken an der vorliegenden Gleichung, dafs die Summen- 
Ausdrücke auf Reihen, die ins Unendliche fortlaufen, führen. Dem An- 
scheine nach sind sie daher unbrauchbar. Sie werden aber dennoch sehr 
gute Dienste thun, wenn wir berücksichtigen, dals die Unterschiede der 
einfachen Functionen häufig auf O führen. Dieser Umstand verursacht 
dann, dafs die Reihen selbst abbrechen. Führen sie nicht auf O, so er- 
zeugen sie oft sehr convergirende Reihen, und dann reichen nur einige 
Anfangsglieder hin, um den Werth sehr genau zu erschöpfen. 


$. 105. 


Um eine Darstellung für zusammengesetzte Reihen, deren Glieder 
mit abwechselnden Zeichen versehen sind, zu’ gewinnen, verfahren wir 
eben so, wie in dem vorhergehenden $. geschehen ist. Ob sich gleich 
hier die Reihen in solche von gerader und in solche von ungerader 
Glieder- Anzahl scheiden, so stellen wir dennoch die zusammengesetzten 
Reihen dieser Art nicht getrennt dar, sondern entnehmen allgemein 
aus den Darstellungen (351.) und (352.) folgendes, wenn man X,. 7, statt 


X, setzt, 
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X, Y—X, Y, + X‘, r,— ...t A, Y, = + (Ant Y.4) + om (X, Y,), 
+YXL, ur, E+@G-1) KV, +, L, 
a 1 o_ . 
=+{ (Kt Y)+E2 X,Y)+tg”KX, X) 


476. (n+1)(n+2) an 
m An A a A 


_3,v 1\(n+2) „_ PR PEN 
= +L AOORRNKETT: Fa $ ARRLLT I A ARTE AAN 








u. 5 w 
Man erkennt, dafs zur Darstellung der Summen- Ausdrücke für zusam- 


mengesetzte Reihen der vorliegenden Art die negativen Aufstufungen der 
zusammengesetzten Functionen nöthig sind. Diese finden wir in den Glei- 
chungen (289.) und (290.) mitgetheilt, wo sie auf die positiven Unter- 
schiede und negativen Aufstufungen der einfachen Functionen zurückge- 
führt sind. Benutzen wir diese Darstellungen, so erhalten wir folgende 


Resultate, wenn p=n--1 gesetzt wird: 








X, bH-ÄAH FR H—....+X,Y, 
= + [KH un Kuhn PR Yu] 
+Xc"Y — IX CN FEKCH u, 
(rn H)X, HH —rX, FR -)RR—..+X,Y, 
477. = +[X,nl pr —2uX,nf os t3 Kl oa—..] 
1 
+ KEY — aX,C”H, + A,STY, meoj 
+XCHh UL Hh +3 —.., 
u. 8 W. 


Hieraus allgemein: 








4y-ılı ig —4r- —1|1 2 a 
478. a X, — = ie Yy+' 1- En x,Y, = 2 88 ZH, 
I 0 (r+1) Milz 
= 2 x. Y, 4, — "7A XKrrl :P, Y,.+r + Ze=y ? Xurrl ö Yr, To o0% | 


ae Yagır, - KEL+ RO.) 


ymılı 








HK en IRKOKHE NL...) 


1’? wi 


(n-H1)7=®1! [KORK HNO...) 


ya 1 





KuCtY—ZoX_ lee y, „er +, XL. 
35 * 
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Bei allen diesen Gleichungen gilt das positive Zeichen für eine ungerade, 
das negative für eine gerade Glieder- Anzahl. 


Die nemliche Bemerkung, die über die Natur der unendlichen Rei- 
hen des Summen-Ausdruckes am Ende des vorigen $. gemacht wurde, 


gilt auch von den Reihen, welche die Summen - Ausdrücke in den Glei- 
ehungen dieses $. bilden. 


$. 106. 


Die negativen Aufstufungen der zusammengesetzten Functionen, 
welche die Summen - Ausdrücke der Reihen des vorigen $. bilden, wurden 
nach den Gleichungen (289.) und (290.) öndneichht: 


Diese Entwickelung erzeugte Reihen, deren Glieder mit abwech- 
selnden Zeichen versehen sind. Legt man aber die Entwickelungen, wie 
sie aus (291.) und (292.) gewonnen werden, zum Grunde, so gewinnt man 
Summen- Ausdrücke, deren Glieder mit gleichen Zeichen verbunden sind. 
Führt man die in (476.) angezeigten Gesehäfte aus, so gewinnt man fol- 
gende Darstellungen, 


(Xh—- X ıhtFrRR—...tXY, 
= +[X,g" YutaX_ Suter. Yyıtee] 
rer HI OH ereL +... 
aANKBKARrKHutR-DKL-  HNT, 
= + [A,g’ a +23 ua 3 ul art...) 
+ENLFAIHINLOH + 2X 
+. ELF AKSOL KAHN) Lu 
479. : a IR + EL; EXT, 





=+ [x,2®r +75 7 Ed n+3 Et "Run CE n43 r +: | 
(n J APPS p) ben 
+. + I +2 ) [X_, er Y+ A DT Y,+ A? xX_c 3 Y+.: 5 ..) 








+ + KH URL BEREIT HS] 
“ 9,3 wa 
| XLCH,+ 75% XL,C"+H+ Ihre, 


und allgemein 
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' EEE 71: r—t[t z i 
480. % u X Y - Ta X Yıt HR Y„ 





a ie r x a; r(r-+1 RR 
= + Ix.< Yıtr-+ ar Kn-ıd . ARE lie I Kn=2Cl j Varta] 


(n--1jr-1lı u : .n hg Er 
7 yılı [X Yy-+ BX,L." Yı—+t AX_,CT Yo-+....] 








17-214 r e 
+ ENT een + +3... 


re | 1 





b & gr—Ftt EEE gr—il! 
+ XL Y1+ Tem AXS Yot Tem Xng Yaahı 
Von den Zeichen des (2 -+1)ten Gliedes der Reihe von der ersten Reihe 
des Summen-Ausdruckes, und von der Natur der unendlichen Reihen im 
Summen-Ausdrucke gelten die nemlichen Bemerkungen, welche in den 


beiden vorhergehenden $$. gemacht wurden. 
$. 107. 

Bisher haben wir zusammengesetzte Reihen mit ihren Summen- 
Ausdrücken betrachtet, worin die mit den Gliedern der Reihe verbunde- 
nen Vorzahlen in dem Verhältnisse fallen, wie die Stellenzahlen zunehmen. 
Nun wollen wir auch solche Reihen betrachten, worin die mit den Glie- 
dern verbundenen Vorzahlen eben so steigen, wie die Stellenzahlen der 
Glieder, wozu sie gehören, und die ihnen zugehörigen Summen- Aus- 
drücke aufsuchen. 

Auch hier legen wir zu dem Ende die Reihen und ihre Summen- 
Ausdrücke, die für einfache Functionen gelten $. 90. u. s. f. zum Grunde, 
und gehen von ihnen auf zusammengesetzte Reihen über. Zuerst betrach- 
ten wir Reihen, deren Glieder mit einerlei Zeichen, dann die, deren Glie- 
der mit abwechselnden Zeichen verbunden sind. 

Setzen wir in den Gleichungen (440.) und (441.) statt der ein- 
fachen Function X die zusammengesetzte Ä,!‘,, so erhalten wir folgende 
Zusammenstellung : 

K Yo +2 NH +3 Rt... tr +1), Y. 
= (n + 1) a! (Knzı Yn+1) —._ (Xn+ı Ya+ı) + a (X, Yo), 
Yo 15. York p EED x Y, 


nf (nd? 1 | v | 
— (n-+ ) (n+: I (Xn+ı Yn+1) BR 7 Aa? (Ani Y.4)+4 (Anti Y+1) - 7 (X Y,), 








1.2 
u. 5: We 
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Zur Darstellung der Summen- Ausdrücke für die vorliegenden Reihen sind 
uns die negativen Unterschiede einer zweitheiligen Function nöthig. Wir 


gewinnen sie aus (316.) und (317.), wenn die gehörigen Stellenzahlen 
eingeführt werden. Hiernach entsteht: 


Ku Yy +2 KH Yı F3RY-t...+(n +1). Y 


= (n+1) [Xn+1.A71 Ya 41 — AXn4ı- A Ya4a APXn410A73 Yn43 —er ee] 
— [An41. 87° Ya — 2A An A° Yn4a + 34° Kar A Ya —..] 
+ X. Y — 24X.a°Y + JeXuty —... 





teren. 
_ (rn Rs 
| 3 LA. 
n-+1 
ru 


481. 





n+L* u" 1Y.r1— AX „+ on ? Ya+2+ A? Arte AT I Yap3 —ır. .] 





[Ar+ı ‚a Yn+1 — 2A Anti „A? Ya+2 4 34? Anti „Am? Ya+3 —... .J 


+ Aytı > A Yı+ı an 4 3A Antı . Aa! Yaz+2 + 64? Antı . A”> n+3 u UT T 
\ Rn [X.47° Yı ——n 3AX.AH Yı + 64?X,A> Y> —....) 





und allgemein, aus (442.): 


02. KK a Aa 





gun 
fjr—ılı 2 7 \ F 
- HT 1 nt A Ip AA A Ina An A Ya — une.) 
(+1) 2|1 





Piz: ri [Ar+ı ‚a2 Yazı — JAN .H » A? Yn+2 +34 X,+1. Aa Yat3—... .] 


(„+17 1! -3Yy r -4 ?% -5 
u ti —[X,+1.A Ya+p—3AX„+1sA Yırt+64X,r1.A Ya+3—....] 


1 
(—)" [X . Ar H—ZaX. „At Yı pc ) aX, AT Yo se]. 


g. 108. 


Wir suchen nun die Darstellung der Summen- Ausdrücke für solche 
zusammengesetzte Reihen, deren Glieder mit abwechselnden Zeichen ver- 
bunden sind, auf. Wir gehen dabei von den Gleichungen des $. 91. aus. 
Es unterscheiden sich zwei Fälle, wie bekannt, und zwar für eine unge- 
rade und eine gerade Glieder- Anzahl. Ziehen wir beide Fälle in eine 
Darstellung, so gewinnen wir aus (450.) und (451.), wenn die zusammen- 
gesetzte Function X,Y, statt der einfachen X, gesetzt wird: 
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f X YH—!K, Y +3 R—..t(nt1)X,Y 
=+ wu HK Ya) HS? (Kazı Yu] +. Yı), 


483. KY—15X +. ter, 


En BR SS (Kntı Int) + —— 4 —-g°(Kntı Ya) FO Kpı ar] +. (&) 


U. S. Ws. 




















Die Darstellung der Summen - Ausdrücke der vorstehenden Reihe, 
erfordert die negativen Aufstufungen der zusammengesetzten Functionen. 
Wir entnehmen sie aus den Gleichungen (289.) und (290.) $.60., und 


erhalten dadurch: 
X, y—2X, Yıt3X%2 Y—....t(n+1)X, 7 


1 
— +"T [X EUR a + AXn41C” "Ya+2+ RX, Yatzı.. 


+ HC un aut ua t3 Kl nm. 





e Eu ee BRETT HE EX —.... 





B 2.3 R (n+-1)(n +2) 
484. X, Yo — SS KYıt75 tr R—..t 15 ZH 


 j6erIeTNz, CT Ypı— AX, ul” Yırt A? Xn+ ad / sms 








1 2 w bis 
+" [Xn41S° Yarı —2AXn41 9° Yapz 30° Kap Way ann. 


+ [Xnl° Yan — 3X Ynr2 +62 Kl Yan 
x Bun a Rt —... 


und allgemein: 








1 [1 
485. Bm. er Y—.... „3 Sn Y. 
1 er x ” un n; 


Yr—211 * 
‚rt [Xrrı€ ya — 24 Xu d Ya42 FIX, ng Yn43 or. 





1}r—311 kz, 
‚rt [Kr Yv HH 3aK Hl nt 62 Kl Yan...) 


ya 





Ei ee Bee. Er En . u. "he tete 


PR { a 
+[x..e Yan KH Ya4 „rt Ku l ya] 





+] neH a Tu Yı +52 NNUCTY un]. 
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$. 109. 

Die Summen- Ausdrücke, die in dem vorhergehenden $. für zu- 
sammengesetzte Reihen mit abwechselnden Zeichen gefunden wurden, 
sind durch Reihen dargestellt, deren Glieder selbst mit abwechselnden Zei- 
chen versehen sind. Gehen wir aber bei der Darstellung der Reihen im 
Summen-Ausdrucke von den Gleichungen (291.) und (292.) $. 60., welche 
die negativen Aufstufungen der zusammengesetzten Functionen auf andere 
Weise darstellen, aus; so gewinnen wir Reihen, die mit einerlei Zeichen 
versehen sind. Die Gleichungen (483.) zeigen, wie die Darstellung der 
fraglichen Reihen gefunden werden kann, Führen wir die angedeuteten 
Geschäfte aus, so erhalten wir: 


(KY—-K m ir, 




















= z(n+1)[Xr £* Yırı AXn1C”Y Yo 82 Xn2C° Yarıte...] 
+ [-1$” Ynrı$ 24 X_1$”° Ya +34 a FEN ER 
X er it AXIS HH 32 LO +... 
"22- ig { (n+1)(n+2) 
KYo— 5X Yı+23 + 7% 15 MY 
„art and x, er Yır + 4A VAR ae Yn+1+ AX N Yatıt:...] 
i * a 
+ [Xn-19 Yazı +24 Xn2$° Ynyı #32 Kn3d* Yayı....] 
a [X.—-. Er Yarı + 3 A Ka e- nel Eu 6 A? Ay Er Ya+ı —, .. .] 
KCAL N. 
(Us Ss, We. 
Hieraus allgemein; 
1 & n 1 r—1]j1 
487. NHn-INn4 Inn... m X Y 
jytlı m i Zn ur. Do 
= +, [Kr Ya Kult Kl pt) 
{) r—2|ı z 2 F ” ” 
nn. % ai N [A n—1 f Yırı$ 2AX.28 u Yı4 +32°X,_3C . Ya...) 


( {\r-3 11 % “ 
nn ae [XS Ynyı 34% $ Yarı +64° Kg“ Yazpıt+J] 





+|x Än-rti ar Ya4 +7 & An-r DEM. Y.++ + &° Anr—ı Ber +1 +. ... 


+ An, a Yo + TIME En RE Ar cc” Yu +...» 
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Das positive Zeichen dieser Gleichungen gilt für eine ungerade Glieder- 
Anzahl, das negative für eine gerade. Die Reihen des Summen- Aus- 
druckes sind ihrer Form nach unendlich, brechen aber ab, wenn der 
Unterschied der Function Ä in 0 übergeht. Ist die eine Function X eine 
gebrochene, so führen zwar diese Reihen oft auf unendliche Darstellungen ; 
sie convergiren aber in manchen Fällen so stark, dafs oft einige Anfangs- 
glieder hinreichen, um ihren Werth hinlänglich genau darzustellen. 


Die in den $$. 104. bis 109. gefundenen Formeln sind ganz allge- 
mein, und gelten von zusammengesetzten Reihen ohne Rücksicht auf ir- 
gend eine specielle Function. Die Darstellung der Summen - Ausdrücke 
für zusammengesetzte Reihen, die dem genannten Bildungsgesetz unter- 
liegen, wird also darin bestehen, dafs wir die allgemeinen Gleichungen 
auf specielle Fälle anwenden. Die Functionen X und F sind von ein- 
ander ganz unabhängig. Von der schicklichen Zusammenstellung der spe- 
ciellen Fälle wird die Auffindung der Summen- Ausdrücke bedingt sein, 
und eine zweckmälsige Combination wird die Darstellung sehr erleichtern. 

Wie dies geschehen kann, soll im Folgenden gezeigt werden. Da- 


her wenden wir uns zu Anwendungen, 


$. 110. 

Bei der Darstellung der zusammengesetzten Reihen, mit ihren Sum- 
men- Ausdrücken, ist es weder möglich noch belohnend, alle einzelnen 
Fälle anzugeben. Daher heben wir von den vielen durch Combination 
möglichen Fällen diejenigen, die uns die merkwürdigsten zu sein schei- 
nen, heraus. Geht man von der einfachsten Gestalt einer zusammen- 
gesetzten Reihe aus, so hat man: 

NHNNHMRYHERB +... tAnYn. 
In dieser Reihe kann man nun jede beliebige Function von x, statt X 
und Y setzen, und sie dann mit einander verbinden. Versteht man zu- 
erst unter X eine Potenzial-Grölse, so kann man dann unter F eine Ex- 
ponential- oder Kreisfunction verstehen, und umgekehrt, und dann ge- 
winnt man z.B. Reihen von folgender Gestalt, 


ar .a* +(x-+Ax)”. art +(c-+24x)”.art?4* t..t+(_+nsa)P.artrix, 





488. ( aP.sinsc+t(ac+Ax)P sin (c+A0) + (c+2ax)”.sin(c+2A8)+....tlactnae)”.sin (c+nAr), 
aP.cosc+(c+Ax)P.cos (a +40) + (xo+2a@)P. sin (c+2A8)+.... tsc+nar)".cos(c+nar). 


Verbindet man die Facultäten mit den genannten Functionen, so entsteht: 
Crelle's Journal d. M. Bd.XV. Hit. 3. 36 





— (ac+n+1)a0P. 2a Ur alactn+1)ar)P. rar rDOr ln 1)ar). ar rDar_ 
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/ NR RER) JE Rn on 4 (ot 2a)? X art2ax a2 
= + (atnan)P I ar, rrrae 
9° ,sinct ayP!°r sin (x-tAr) + (c+24xP | °* sin (c+2480) +... 
| + (atnax)P!°* sin (c-+nar), 
E 3°, cost (+awP 9° cos (+0) (ot 2aeP Ir cos (at 2ar)+.... 
....t+(cHnan)P IA, cos (c-+nAx). 
Verbindet man die Facultüten mit Potenzen, so gewinnt man: 


2 or IAE zP + (an)? IA (ham + (at Pan Ir (an +.. 


489. 


....tlatnan)P !* (atnae)”, 
cp 2” „ (sta)! (+20) "* , + (otnan)P!Ar 
ee, (e+2420)? TOT (nam)? 


us Ss. Ws 


490. 











Darstellung der Summen-Ausdrücke für zusammengesetzte Reihen. 
$. 111. 

Wenn wir uns nun zur Darstellung der Summen- Ausdrücke für 
zusammengesetzte Reihen selbst wenden, so liegt es ganz in unserer 
Willkühr, was für Functionen wir in den bisher gegebenen allgemeinen, 
formellen Gleichungen statt X und F substituiren. 

Berücksichtigt man aber, dals alle Reihen im Summen - Ausdrucke 
ihrer Natur nach unendlich sind, so ist zu bemerken, dafs die Wahl na- 
türlich am zweckmälsigsten so getroffen werden mufs, dafs die der Form 
nach unendlichen Reihen endlich abbrechen. Die Unterschiede mancher 
Functionen führen auf 0. Trifft man die Wahl der Functionen nun so, 
dafs die Unterschiede der gewählten Funetionen auf endliche Reihen füh- 
ren, so wird dies die zweckmülsigste Wahl sein. 

Wir suchen nun den Summen- Ausdruck für folgende zusammen- 
gesetzte Reihe: 

Pa +(ex+A0)P a” tr (wep2an)a tr... (ana) .aXt”® 
deren Glieder aus den Gliedern einer Potenzen-Reihe und einer Exponen- 
tialgröfsen - Reihe zusammengesetzt sind. 

Wir finden ihre Summe mit Hülfe der Gleichung (473.), wenn 
X,=x’ und F=«* gesetzt wird. Dadurch wird nämlich 


or. ar + (x x A ac)? ; a’ras nu (x + QAx)P, un € te + (x in Ax\.a x+nAx 


ae x". "Li a" Ar, aa" tu ar, ar arran__, Be, 











% 
3 
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Zur Darstellung des gesuchten Summen -Ausdruckes werden uns die po- 
sitiven Unterschiede der Potenzialfunctionen und die negativen der Expo- 
nentialfunctionen nöthig. Die erstern zeigen wir, da ihre entwickelte Dar- 
stellung (138.) $.27. zu weitläuftig würde, nur an; die negativen Unter- 
schiede der Exponentialfunctionen sind nach (202.) folgende: 











-ıl V ET Pt, axrtln+1)Ax 
arıYy u i „xt 1)aNr en _ 
"+1 aA 8 pe Tr u 
9% Pr axtn+9Axr 
M.. } n :. 7 er t+2)ar = — ne 
w er)" 
| x /n+3)Ax 
—3% a5 a... vhin+s)ax u “Tr Ze 
In = In a a En 
u. SS. W. 
-1Y — ai Br a* 
fa) Ku = A q = u | r 
6) > artäx 
Ay — „7 artsr ade 
A (a&“ a 1)? 5 
axt?dx 


Sy, m at arte 





(aX2 — 1)? ’ 
u. Ss. W, 


Die Einführung dieser Werthe führt zu folgender Darstellung: 
491. ar.a* + (at sw). art Hahn), th... Herman. 




















> tat atDamP.ar tina pur 
-—— aaXr rn“ i N N 
Axt (n+1)ar)P."rrtr AnP.axtdx 
(ad® — 1)2 (adx _1)a 
+ A? (ct (n-+1)ar)P, at tox ER De 22 
(ad* — 1)? (adx _ 173 . 


Das letzte Glied in der Reihe, stimmt mit den Gliedern der ersten Schei- 
telreihe im Summen - Ausdrucke nicht überein. Zäblen wir, um diese 
Übereinstimmung herbei zu führen, («+ (2 + 1)ax)P. a*+"+"3* auf beiden 
Seiten des Gleichheitszeichens zu, und verbinden dieses Glied mit dem 


ersten im Summen - Ausdrucke, so wird: 
xubl : s..A\P _X+{n$2)As 

X n+1)Aax Par r)ax t r (ef tf{ Ary’.a“ er $ 

( +( + ) ) +(z-+/n-Fi)ar).a tr trVS®; CpiNTL) f 


ad® — 1 














Ax__f 
a 
Setzen wir ferner nach diesem Zuzählen 2 statt z-+1 in der vorliegen- 
den Summengleichung, so ziehen wir hieraus folgende Darstellung: 

‘. % 

36 
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492. ar.a" + (a+ax)P. ati L(2+2aw)P.artr ir ,... + (a+naw)P.aXtrdr 


a 














n ad —1 [(& +raz=)P.c"tmar xP] 
ax+tAx 
— lee tnaap.e® —a a] 
ax+?Ax 
‚ (aA2— 1): la’ (a +naaP.ar® — u’ ar] 
axt+3Ax 
en [a (ae +nax)P.a”* —u’rP]. 
aa — 


Eine andere Darstellung für den Summen-Ausdruck der vorliegenden 
Reihe, der auf den Producten der Verbindungen mit Wiederholungen be- 
ruht, wird unten $. 141. No. 611, folgen. 

6... BER, 

Um die Darstellung des Summen-Ausdruckes für zusammenge- 
setzte Reihen gleicher Art, deren Glieder mit abwechselnden Zeichen 
versehen sind, zu gewinnen, gehen wir von der Reihe 

ar .a— (ct am). art (a + 2awP ar”... (ae +nam)P.artrax 
aus. Mit Hülfe der Gleichung (477.) finden wir diese, wenn wir dort 

 —=zaP und F=0* setzen. Es entsteht dann: 

ro — (a tan). art L (a 2aw)P.aXtrar — ,..+(atnam)P .artrar 
— +[(a+(r+1)a 0). at tr — ala n +1)aw)P.C° arte...) 

ar. era — ar. Croatia. Fat —,... 

Die positiven Unterschiede der Potenzialfunctionen deuten wir hier nur an. 
Die negativen Aufstufungen, die uns nöthig werden, sind nach (87.) $. 14. 














folgende: AL. = larttse — axtn+Ax 
£ 4 ur E77 
; zu 2 arte +2 — art +2)Ix 
n+? (1-+a*)? » 
Fr. = amttnas _ He 
rY — Atom? 
u. 8 We 
71 YV — /Z—1 „X her a* 
E } v — 4 Qa = Ir. . 
er ee 
(l — ar)? ’ 
er Yy, = e> art+?!x u FRE. = 
p (1--a3*)?? 


u. 5. W 
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Werden diese Werthe eingeführt, so gewinnen wir: 


























493. @.a*— (a+tar)P. art? (c+2aw)P. art —....+ (at naw)Paetrr 
4, Et 4 1) Ax)P.a x+(n+1)Ax 4 op a* 
1-+ ad* 1+ ax 
_ alattnlanP.artrtder AaP et 
(1-+- aA*)? ©» (1-+-a4r)2 
„(cn Nana + A2 aP „aXt?4x 
e" (1-+a°*)? (1+a4r)3 
0 (c+n +1) aa? attnar A: a? art38= 
(Aase Are 


Das letzte Glied in der Reihe stimmt der Form siäoh mit den Gliedern 
der ersten Verticalreihe im Summen- Ausdrucke nicht überein. Um Über- 
einstimmung herbei zu führen, hat man auf beiden Seiten des Gleichheits- 
zeichens (e+ (2 -+1)Aax)P.a*t"tNA* hei einer ungeraden Glieder- Anzahl 
ab, bei einer geraden aber zu zuzühlen. Geschieht dies, so wird das Ab- 
zühlen in Verbindung mit dem ?rsten Gliede des Summen - Ausdruckes, 
das positiv ist, zu Folgendem führen: 


(c+n+ 1)ax)? . AFERERENE En (sc4H(n+ 1)Aax)P. artırtnax — _ (cH(n + 1)Ax)P. ar rn+2)dx r 





u. 


1-4 a&* 1-+ ad* } 
das Zuzählen aber zu dem ersten Gliede, das negativ ist, zu Folgendem: 
(tn nam „etatar _ (sc+H(n+1)Ar)P . at +mAr 

1+ ad* 1-+-a* 
Trennt man nun die Reihen von ungerader und gerader Glieder - Anzahl 
von einander, und setzt dann r statt z-+-1, der einfachern Darstellung 
wegen, so führt eiue Reihe von ungerader Glieder- Anzahl, deren Glieder 
mit abwechselnden Zeichen versehen sind, zu folgendem Summen-Ausdrucke: 























494. ar. Kt ci art 4 (c+2ar)P. Br .t (e+nse)P?.a”t”°r 
2 „(n+1)Ax p \P „näx__ Ar 
"am +naz).a +x + rer [Alec +nar)P.a ax] 
a*rt?ix A r 
— lass [a (ae +naa@)P.a”®— ar] 
a 
axrt3Ar Act nAax)? a” dx A> a”] 
\ . Ku 
are, 


ll. S. Ws 
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Kine Reihe von gerader Glieder - Anzahl führt zu folgender Darstellung: 











495. a. aX -- (wta@)V. art + (aH2arP.ar te _,,,. —(a-+nar)P. artrAr 
a“ 
— gb AA) (n+1)Ax 
= ern [ea +nrawjP.a"tmax— ar] 
xtäAx 
BAER... — [4 (ae raw) .ar® 4. dar] 
(IHm-at*)? 
art?Ax ig 
a (a Fnarw)P.0®* "gP 
uaTRereT (etrax)P.a +2'x”] 
+33 
_ [a (c + naw)r .ars= +47] 
(1+adr): 
Us, >79} We 


Die beiden Gleichungen (494.) und (495.) unterscheiden sich nur durch 
die Zeichen von einander. Andere Darstellungen für diese Summenglei- 
chungen sehe man unten (612,) und (613.) $. 141, 


$&. 113. 
Legen wir die Gleichung (479.) $. 106. zu Grunde, so erhiäilt man, 
wenn man Ä=x" und Y= 0“ setzt, folgende Darstellung: 
ar.a — (et am)P art (Et 2aanP.at dr. .t+la+naz)P.artr 
= + I&% = nA x)? .C 1 rt +1)Ax n. A (x .. (n—1)ax)P.C artntar ı ud ..] 
+ (x — 1x." ar ts Law). later... 


Die negativen Aulstufupgen, die uns nöthig werden, sind nach (87.) $. 14. 














folgende: 
er I gxHoa+1)dx = . ach u 6 PP. um u 
| 1 En ad*x 1 + a‘ 3 
en gettl)dz u axtırı)Ax Fe gen a’ N; 
(1-+-a&*)? (1-+a&*r)?? 
Dr ar hAr N A a“ 
4 a er c ua“ = N , 
(1+ adx): (1-+ ar): 


u. Ss. W. u. S. W. 


Aus der Einführung der vorstehenden Werthe ziehen wir folgende Dar- 
stellung für eine Reihe von ungerader Glieder- Anzahl: 
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496. ar.a“— (z+aa@)P.a"tdr L(e+2ar). a tar... + (ac+nax)P,aXt”2° 


d De 











— it — MatnszP. at)a + (.—3x)] 
+ ai bar la(e + (a —1)ax@). at) ar — 2a] 
+ eat Dart se 3s2)] 
u 85 W 


Für eine Reihe von gerader Glieder- Anzahl aber 











497. ar.a”— (arae). arte L (2 2ur)P, art... „—(z+nax)P.artri% 
a eng 
Tr mer Isle + (n—1)a0P.artdae_ ae — 20] 
(te Du "(x + (2a — ?2)aw). armer _ Far] 
u. Ss. w. 


Auch diese beiden Gleichungen sind in ihren Summen - Ausdrücken nur 
durch die Zeichen der ersten Scheitelreihe verschieden. Andere Dar- 
stellungen für die Summengleichungen (496.) und (497.) finden sich unten 
$. 141. No. 614. und 615. 





$. 114. 

Gehen wir nun zu Anwendungen über, so ist zu bemerken, dals 
uns die Unterschiede der Potenzialfunctionen nöthig werden. Wir erhal- 
ten aus (138.), wenn wir statt p die verschiedenen Exponenten setzen, 
und Y als eine Function von x betrachten, folgende Zusammenstellung: 

498. ‚Y=ı, 2Y-0, 2Y=0, 
499. ar’ —= IT ax + (ar), a? Y? (ax), 
für die höhern Unterschiede A Y’=0, !’=(, us.w.. | 


(, 


sel 


Die Unterschiede von. Y? sind: & 
in cha ae | 
500. 7? = 6Y(ar)’+6(ar), 
\; 77 me Glare); 


die höhern sind YYP’=0, AY’=0, ws. w. 
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Die Unterschiede von Y* sind: 


art 4YV’ıaz + 6P’(arm)”’ + AYlaa) + (am), 
so, Kr= 1RrCR + ATS +14az), 

Ay — UYlam) +36(a8)*, 

” I’ = Ulla); 


die höhern Unterschiede sind a Y*=0, aA Y*!=0, u. 8. w. 


Setzen wir nun, um einige specielle Fälle zu gewinnen, in der 
Gleichung (492.) die Funetion Y=(z-+rax) und Y=x; ferner statt p 
allmählig die Werthe 1, 2, 3, ....: so erhalten wir für Reihen, deren 


Glieder mit positiven Zeichen versehen sind, folgende Darstellung: 


(x.a* + (c+Ax).aXtöx + (c+240).art?dx +... + (c-+HnAr). aXtrdx 


xt Ar). artı)Ax _ x+Ax 
ce [(e-4-nAx).a ] er (An.ardx _ Ar), 
ad —1 (ad* —1)? 


.@ Be artäxL,, „t(c+nar)?. axtrAäx 


— =  ((c+naz)?. altDAx _ 22) 
u 


axtäx Ax 
u — ([2 (o+nax) + 4x] ard* — (2c44x)) 














(ad*—1) 3 
(Aac)? E x+2Ax 
+ (aAx — 1)? ( ); 


x3.a + (c+ax0)? art. „+ (s-+nAx)? . axtndx 


((c-HnAx) 3, alm+1)Ax —.ıx?) 








BE... 1.0 a; - ((3(a-+nax)?+3(ctnax)ax+ (42)?]a”°— [3x?+3x4x4(Ax)?]) 











 (adx—1)? 
el (Ax)?.aX+3Ax er 
rer (I6(@-+a2)+6a21a2°—[6-+62=]) ne (600), 
E u. 5. Wo 


Führen wir dieselben Werthe in die Gleichungen (494.) und (495.) ein, 
und ziehen beide Darstellungen, der Kürze wegen, in eine zusammen; so 
erhalten wir Folgendes für Reihen, deren Glieder mit abwechselnden Zei- 


chen versehen sind: 














17, 


903. 
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x... — mann .artax -(cH+24r).art?dr _,,..+ 2 a) . ax t"Ax 








— A (r+l)ArL, Ar.a* nAx 
ge gr ((e-fnax) .a +x)+ Freie +1), 


a*.a* — (+40)? artäxL (a2ar)?.ar tar —,,,.+ (a-Hnar)?.axt"ös 


N. 
= 4 Ss lletnnt. th) 


Ar, axtdx 

" Adepa*)’ 

_ (Ax)?. a*t?&x 
dta)> 

ar, — (a-FAn)?. av tx (c-+2a0)3.ari dr — ....t(a-+nsr)?.art”ä8 


Br y( (e+-nAax)?, art 1)Ax — 13) 


+ Re 








([c+nsx) + 4x] a”ix F [2c+Ar]) 





as Fl), 





leere: = (Ber-tnsz)? +3 (atnaz) +ae)lars° Flär‘ +323x4-(4x)?]) 


a (aajr.arttae 
(1+a2)? 
1.2.3.(Axr)?.aXxt3Ax 
a (1-+ aAx)a 





+ 


1.2([3&-tnax) + 342] a"2° F [3x-+3a2]) 





(araxF1), 





\ u. 8. W: 


Legen wir endlich die Gleichungen (496.) und (497.) zum Grunde, und 
ziehen sie in eine Darstellung zusammen, so erhalten wir, mit Benutzung 


der 


504. 


Gleichungen (493.) u. ff.: 


(x. —(x+48).a tr + (+24=).0 tletnan).ert 





> (n+i1)Ax ui — (at"t+N)ax 
tig mlietnan). .a‘ + (x RR 1*) ;(a +1), 


” a” — (ce -+4Ar)? ‚artoxr -(z-+2ı0)?. art2ax _ „te +nar)?.art"2* 


x 
= tigmelletnie)tautdirtean))) 











+ + se eHR—Daz)+azJarttr tj2(e -23x)+2x]) 
' ro Fe 
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(a’.aX — a ,a®rtöx L(2+24r)?,art?dx —,...+(cH+nar)?,artröx 














Inn “ir — ((<mar)r.att3e + (06u)?) 
+ ara (BctnNar)? +3@Hn—1r)art (An)]artnse 
504. } +13 (&— 232)? +3 (@—2ax) a0 +(aw)?]) 
+ an ” 5 (B (a (n—2,A2) + 3ax]a”tV-x + [5x — 3ax) + Ar]) 
+ 1. . Bun 2 (antax +1 ), 
{ u. 8 Wo 


$. 115. 


So weitläufg die gegebenen Summenformeln erscheinen, so lassen 
sie doch bedeutende Reductionen zu, wenn wir in ihnen für x und Ar, 
deren Annahme ganz der Willkühr unterliegt, bestimmte Werthe setzen. 
Nehmen wir den einfachsten Fall an, setzen z=0 und ax=1, so zie- 
hen wir aus den vorstehenden Gleichungen für die Summenformeln zu- 
sammengesetzter Reihen folgende sehr kurze Darstellungen, und zwar 


aus (502.): 
f 1.a+2.a? +3.0’+4.0*+....+n.a” 


at a"t!_—a 


sit. Kamm 1)? 


1?.a+2?.a ze a®—+-4?,. Pt 





\ 








n°?.a” 9 { { g R | 
yo ee Ele —T ((2 nt ) a" .. ran Tr ); 
’.a-t+2°.: . 3,.a! +4. ne .a”" 
>05. n’.a”H! 1.2.3.0? 
= - u - ra I3n?-+-I3n+ 1) a” + =. (Sn+3)a” —H)—, we an 1), 


ae Ra PERF u. 








ıt, a" H! 
= ee + i) 15 (in +12n4+7)a°7) 
1.2.3. 1.2.3.4.0° 
en (Arn+6)a”—6)+ Zu ("—1), 





\ uU. S. Wo 


Setzen wir in denjenigen Reihen (503.) und (504.), deren Glieder mit 
abwechselnden Zeichen versehen sind, wie vorhin e=V und sr =1: 
so ist zu berücksichtigen, dafs das erste Glied verschwindet, und dafs 


5 
# 
® 
“ 
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dann das zweite, welches an die Stelle des ersten rückt, mit dem negati- 
ven Zeichen versehen ist, wodurch der Zeichenwechsel umgekehrt wird. 


Verwandelt man daher die Zeichen aller Glieder in die entgegenge- 
setzten, so erscheint wieder der vorige Zeichenwechsel. Wenden wir 
diese Bemerkungen auf die genannten Gleichungen an, so erhalten wir 
dieselben Gebilde mit veränderten Zeichen, und die Reihen von unge- 
rader Glieder- Anzahl werden zu folgenden Darstellungen führen: 


(1.a—2.0+3.0—....+n2.0” 
n.a"t! 


a n 1) 
1-+a Tara;(® +1) 


.a— 2.0. +3.0®—.... Ana 
art 


n?. j ö 
= Ita ARD tl)— = are! +1), 
r.a— Va’ + 3°. —....+n’.a" 


PR ac 
u ee, (SR +3R+HNDa +1), 
1.2.3.a? 


ER +), 





506. 





\ u. S. W. 


Die Reihen aber von gerader Glieder- Anzahl zu folgenden: 


1.2. — 2.0” +3.0°— ...—n.a" 
n.a”tl 











a n 
= 14a ur 
r.a— TV. +3’. —....—n?.o” 
2 a”r! ü j 
07 zu rs dr art + (a —1), 
Vf, 9 
ie — ...—n.a" 
- ur _ 2 (auf e—1)+ 2 (BR +3)0”—3) 
= ne Tu (da) 
1.2.3.02 
a 
\ Us 5. W. 





Wenden wir endlich ein gleiches Verfahren auf die Reihen (504.) und 
(506.) an, so erhalten wir für Reihen von einer ungeraden Glieder - An- 


zahl folgende Summen - Ausdrücke: 
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d IE, 9 r RER wii. n.art!1 at! 1 
1.2 — 2. +3. —....+tn.o0"= n Atas 





.a—N.a’+3°.0a’—....+n?.o” 


nr. n*. Be (In—1)a”t!+3 . 2 /„n+i 
= m FT a 


r.a— +. —....+n?.o 
































. n3.a't!1-1 (S3(a—1)?-+-I3n—2)a”t1—7 (I3n—3)ar 18 ati 
508, + en Fr ann HAT: 
.a— N +3.’ —....+n%. 0” 
FE 2. —i + [4n—1)?-+6(n—1)?-+4n—3] art! —15 
= Ira Ara 
ü [6(n—2)? ei A 5 (dn— VO, , nn. al 
u. 5. W. 
Für 


509, { 


eine Reihe von einer geraden Glieder- Anzahl aber folgende: 


die a ie n.art!—1 artı1 
f 1.o— 2." +30’... on. > 


14a (1+.a)" ? 




















1.a— ”’.+3°.0’—....—n’,o" 
a en er. en art 41 
— 4-+a (1+.a)* (14a)! ? 
r.o— Va +3’. —....—n’.o” 
Kae ER. de 2 (3(an—1)?+3n—2)a”t!—7 _12. (3n—3)a" + _8 123 artııf 
er 1+a (1a)? Sog ui A <=) 00 


18.2 — 2%. + 3°.0’—....—n?t.e” 


ko n%,.a Hi [tln—1)? +6(n—1)? +4n— 3]a”tr! —15 

















\ 


i+a (1-Fa)* 
y [6(n—2) +12 — 17]a”t! +25 (4n —6) at! —10 
a (1+a)’ 1.2.3. (1+.a)* 
„ertı1 
1.2.3.4. 009 
U; 8. WW, 


(Die Fortsetzung folgt. ) 
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18. 


De relatienibus, quae locum habere debent inter puncta 
. ° » ? “ 

intersectionis duarum ceurvarum ve! trium superlicıe- 
rum algebraicarum datı ordinis, simul cum enodatione 


paradoxi algehraicı. 
(Auctore C. G. J. Jacobi, prof. ord. matlı. Regiom. ) 





1. 


In Aetis Berolinensibus a. 1748 in commentatione, cui inscriptum est: 
„Sur une contradiction apparente dans la doctrine des lignes courbes” 
observavit summus Exulerus, duabus curvis tertii ordinis se in 9 punctis 
intersecantibus, per quaelibet 8 e punctis illis nonum determinatum esse; 
duabus curvis quarti ordinis se in 16 punctis intersecantibus, per quaelibet 
13 e punctis illis reliqua tria determinata esse; duabus curvis quinti ordinis 
se in 25 punctis intersecantibus, per quaelibet 19 e punctis illis religua 6 
determinata esse, ce. Rem geometricam etiam in terminis algebraicis 
pronunciare licet. Duabus aequationibus tertii ordinis inter duas variabiles 
x, y si per novem systemata valrum en, yzyj =n, Y=Y3:.. 
Xu, Y=Yo Satisfit, valores illi nom ex arbitrio statui possunt, sed 
si octo illorum valorum dantur systemata, nonum inde determinatum est, 
sive inter 18 valores #,, &25 » » «+ Xu et Yıy Yas « * + + Yo duae habentur 
aequationes conditionales; si aequationes sunt quarti ordinis, quibus per 
16 systemata valorum variabilium satisfit, datis 13 e systematis illis, tria 
reliqua determinata sunt, cet. Res ab Eulero observata gravissima est, 
quippe in qua fortasse maximum impedimentum positum est, quominus 
plurima quae de functionibus integris unius variabilis ab Analystis inventa 
sint, ad systema duarum functionum. integrarum duarum variabilium ex- 
tendantur. Cognitis enim pro una variabili valoribus variabilis, pro quibus 
functio integra eius evanescit, habetur ipsa functio ut productum e facto- 
ribus linearibus, quae nihilo aequiparatae valores illos suggerunt. Si vero 
proponeretur quaestio analoga, ut e systematis valorum simultaneorum 
duarum variabilum, pro quibus duae functiones earum integrae simul 
evanescunt, ipsae exhibeantur functiones, haec questio ab antecedente 
iam eo differret, quod in illa variabilis valores ex arbitrio accipi possint, 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XV. Hft.4. 38 
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in hac inter valores variabilium certae aequationes conditionales intercedere 
debeant, ut eiusmodi omnino extare possint functiones, Oua de re mibi 
utile videbatur, in aequationes illas conditionales paullo accuratiüs inquirere, 

Sit u expressio ipsarum x, y rationalis integra >" ordinis, quae 


(+1) (n+ 








0Q\ 
— terminis constare potest. Dentur erde? — 2 systemata 





valorum 2 —=x,, Y=Ym, quae efficiant v=0; habentur inter r+Na+2) 


‘ 





.. » 2 r . . 1 ( 2 
coclficientes expressionis u ae«uationes lineares er = nd, quarum 


ope e duabus co&llicientibus reliquae lineariter determinari possunt. Sint 
coöSlieientes duae, quibus reliquae lineariter determinautur, a et 5b, atque 
sit valor co@fficientis termini x“ y?, 

Ka, ß .d + be, ß° b b) 
designantibus @,, 5, D.,g expressiones e valoribus x,, y,;5 2, Ya; 


> Yan?) _, compositas, Quibus statutis, functio z for« 


.»e.9 


..... X +1) (ne? 


mam induei 

aza, 2%” yf + bZb,, ß a” y? ze u, 
quibus in summis numeris integris positivis a, & valores omnes conveniunt, 
pro quibus @+2=<r. Hanc igitur formam induere debent functiones 
omnes ipsarum x, y integrae 2" ordinis, quae pro datis illis valoribus 
simultaneis evanescunt. @uoties igitur altera funetio n" ordinis v pro iis« 
dem valorıbus simultaneis evanescit, fieri debet 

v= a Za,,Xy’+ bb," y”, 
designantibus a’, 5’ alias constantes, sive quae rationem inter se diversam 
tenent atque constantes @,Ö. Alioquin enim v et u tantum factore con« 
stante inter se dillerrent. 

Sed aequationibus 2° ordins v=0, v=0, sive aequationibus, 
quae earum locum {enent, 
20, ey" =, zb. ge“ yi =e 0, 

conveniunt z° systemata radieum simultaneorum. Aequationes autem au- 
n-+-i1.n--2 











tecedentes vidimus per 5 — 2 systemata determinata esse. Unde 
n—-1.n--? . . 
praeter systemata —— {Z — 2? proposita, habentur adhuc alia numero 
9 zu f Be 
En ER = dm Si kurt 
| - 2 5 r 


quae illis determinata sunt. Unde habetur theorema, 
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1) E n? systematis valorum ipsarum x, y simultaneorum, guae dua._ 


bus aeguationibus n“ ordinis inter x, y propositis satisfaciant, tan- 


?+-3n—2 ee . N {\(n— 2) 
tum = 2 ex arbitrio accipi posse, religua re hand ex 
illis determinari, sive inter n? valores Ipsius x et n? valores ipsius 


y illis respondentes haberi (na—1)(n—?) aeguationes conditionales ; 


quod geometrice ita exhibetur theorema: 





2 0 Br; —1)(n—2) 
2) En? punctis intersectionis duarum curvarum n“" ordinis (r 3 





puncta religuis determinata esse. 


2. 

Antecedentibus bene confirmantur, quas nuper dedi relationes me- 
morabiles inter valores incognitarum, quae duabus simul aequationibus 
algebraicis satisfaciunt. (Cf. comment. inser. theorernata nova algebraica 
etc, F. XIV. pag. 281.) Snterimr=r,,y zys; em, Y=Y5 .... 
80m Y=Yw Systemata av valorum ipsarum x, y, quae duabus 
aequationibus algebraicis f(x, y)=0, Pla,y)=0 satisfaciunt, quarum 
altera a", altera v" ordinis est, dedi aequationes: 


3) itEr TE = 0 
Fr 0 Ft 
R, Tr +..-.t5 0, 


kr 


rt ter 


en ac” v7 
ı 2 un 
R. - R. +....+ R 


uv 


x LuyY Be 
a + 1 Eon. eu 





| 
o 






































u 
sehr —3 ufv—3 ur 
.... = 0 
RB, P 3 R, + + Den 9 
—4 
Tg I He At 2 = Yu» 0 
R 2 ;R, N - a Bar ’ 
n4r- scutr—5 2 „utr-5 ? 
2, Ya, Pen ur _ I 1#W 0 
PPST' ze ) n eisppenor je nd 
I + R, + j La Mur . ’ 
SL u 








38 * 
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quibus in aequationibus est Z,, valor, quem, posite small z=r,,y=y,„, 
induit expressio 
R—= 4 ,dv _4 49 
dxz’dy dy’dx° 
(+ r— Yu yr—t. 


Aequationum numerus est 5 ;„ ideoque si g=v=n, 


(nr —2)(?n--1) ne 2 ER . 
- ; eliminatis 2° quantitatibus Zt, ZR, .... A,., proveniunt 








> 


— 


inter IPSa8 &,, Xay » +++ Anz afque Yı, Yay +++ Ynr aequationes conditio- 


nales numero 





ET —— ("—1)(n—?), 


>) 


— 


quod cum theoremate (1) supra proposito eonvenit. 

Quoties aequationibus f(x,y)=0, P(x,y)= 0, quarum altera u", 
altera v" ordinis est, per xy systemata valorum z=x,, Y= Y,„ satisfieri 
potest: facile etiam « prior! probari potest, ipsis /t, certos quosdam va- 
lores tribuendo aequationes omnes (3) obtineri posse. Statuamus enim, e@ 
duabus aequationibus propositis /(x,y)=0, P(x,y)=0 aliam quamcun- 
que derivari aequationem, in cuius terminis zey® sit + ß<u+v—3. 
Quam designemus aequationem per pr 

zp.3ey=0. 
De qua, ponendo pro x, y radices simultaneas, fluunt &y sequentes: 
Z Pa,s €, y 0, 
Z pas 3 


he] 
z Pay,ß Kay Yo = 0. 


I I 
© 


“ 
« 


En . . t .,. ” 
Quibus respective multiplicatis per 2, > + nm, additis, provenit: 





@ uPß a ‚B u ‚P 
er 2,73 a 
ZPeso|R, IR, Tot I 


Cuius aequationis ope aequationum (3) una e reliquis fluit. Eiusmodi au- 
tem aequationes habentur tot, quot ex aequafionibus prepositis derivari 
possunt aequationes, in quarum terminis x°y? sit a«+P<S#+v—3. Quae 


obtinentur omnes , multiplicando aequationem «" ordinis per terminos 
WW — 2) (#—1) 
; Porro 





x" yP, in quibus «+ <v—3, quoram est numerus 2 


aequationem ®&' ordinis per terminos x* yP, im quibus © FA <Su—3, quo= 
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rum est numerus er Dlezi; unde totus earum numerus fit ED 


W—1)w—2) 


” 2 








Et totidem habentur aequationes huiusmodi: 





aß a@ „‚ß « _ß 
m 1. 5525 Kur YurE m 
ZZ Pasß R, + R, + DU + Ru ] ee 0, 
quarum unaquaque una aequationum (3) ad reliquas revocatur. Unde 
«tv —? v—1 
er er ) revocantur 

















aequationes (3), quarum est numerus 5 
omnes ad 

(u+rv—2)(utr—1) _P-DPr—N) _[B—Nlu—1) _ f 

2 ” 2 m 2 a en 


1 l 


— 


Ouibus av— 1 aequationibus per valores #y quantitatum =, 5-5 +: +» 
R, R, Ru 


idonee determinatos satisfieri potest. — Patet antecedentibus, ubi con- 


stet, av paria coniugata valorum z=r„, Y=y, satisfacere duabus ae- 
quationibus er" et v" ordinis, [a y)=0, 9x, y)=0: si av quantitatum 


1 . / hd hd Eu “ 
— rationes per uy—1 ex aeruationibus (3) determinentur, reliquas 
m 


#7 3:9 v—1)(v—2) . 
(u a Fre 2 ' inde sponte Auere. Qua de re theorema a 
nobis in commentatione ceitata inventum et quod formulis (3) continetur, 


mil docet, misi, determinatis rationibus, in quibus inter se sunt #y quanti- 








NM 1 . } 
tates —, —-, z— per xv—1 e numero aequationum (3), easdem ratio- 
R, Hin Rus 


nes inter se tenere valores, quos expressio 
1 


7 7 2e 
dxz’dy dy’dxz 
pro radieibus simultaneis aequationum f(x,y)=0, P(&,y)= 0 induit. 


' . — 2(u—2 Apsis 
Reliquae enim aequationes numero ( ee 8 (v 2 2) A 


solo ex illis ayv—1 proveniunt, quod xy systemata valorum z=x,, 
y=yY„ sint radices simullaneae duarum aequationum, alterius p", alterius 











v" ordinis. — 
E Ze in (dert ben aequationum (3) si ope reliquarum 
pßv—1 eliminamus A,, R,, .... R,,, obtinentar inter solas x, Y„ ae 














quationes N il.. =, amd .- Obvenit hic insigne paradoxon, 


Demonstravimus enim, si #v systemata valorum 2 = x., Y=Yy,„ Sint Fü- 
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dices simultaneae duarum aequationum, alterius a", alterius v" ordinis, in» 
tercedere inter 22 quantitates x, Y aequationes conditionales numero 





(u —1)(u—?) (v —1)(# —?) 
2 + 2 


. At fieri potest, ut sit 








(v—1)(u—?) v—1t)\(» —?) 


sive numerus aequationum conditionalium numerum incognitarum aut 
adaequet aut adeo superet. Quod absurdum est, 
3. 
Paradoxon antecedentibus propositum ut explicetur, pro certis ipso- 


rum 4, v valoribus fieri debet, ut ex aequationibus (3) eliminatis quanti- 


-Nu—2) , E-N)W— 
tatıbus /7,., aequatıones resfantes numero (a 2 24% an 2. 








aliae aliis contineantur. Uude revera numerus aequationym conditionalium 


Bs:400 . . u: (u — —2 — —2 
a se invicem independentium prodibit < e Ir ee nr ), 


Hoc vero e natura aequationum (3) demonstrare et accuratius definire 
numerum aequationum eonditionalium, quae superfluae sunt seu reliquis 








continentur, primo intuitu vires Algebrae superare videtur. 

Aequationes superfluae certe non proveniunt, si a—=v. Eo enim 
casu per alias considerationes initio huius commentatiunculae vidimus, 
necessario requiri aequationes conditionales numero (£—1)(u—?2) = 











£ uud Ak ZN TE dem) ai 3 Neque eo casu paradoxi locus est, cum 
numerus ille sit quantitatum &,„, Y„ numero 7a?” plus quam dimidio infe- 
rior. Jam etiam, si @ et v inter se diversi sunt, per considerationes si- 
miles atque supra adhibuimus, exploremus verum numerum aequationum 
conditionalium. Quo facto, ex ipsa natura aequationum (3) demonstratum 


eamus, reliquas illis contineri. 





@+NW4D 
2 


Sit v<a; aequatio v" ordinis determinata est per 


systemata valorum ipsarum x, y simultaneorum, quibus aequationi illi 


+1) +2 
> -+-1 sa- 





satisfit. ÜUt eidem aequationi systemata reliqua a yv— 


tisfaciant, totidem haberi debent aequationes conditionales, lisdem valo- 
ribus aequationi «" ordinis satisfieri propositum est.. Formare vero licet 
alteram aequationem a" ordinis, cui xy systemata valorum sponte satis- 
faciunt, multiplicando aequätionem y" ordinis cum’ functione (x —v)" ordis 
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(u—v + (u—v+2) 
2 





nis, cuius co@fficientes, quarum numerus est , arbitra- 


riae esse possunt. Utramque aequationem A" ordinis si iungimus, per 
constantes illas arbitrarias effici potest, ut totidem eius termini evanescant; 
sive statuere licet, aequationem u“ ordinis, cui praeter aequationem v" or- 
dinis satisfaciendum est, tantum constare terminorum numero 


(u+1)(u+2) _(e—r+1)(u—r+ 2) 
2 2 2 


Cuiusmodi aequationi ut per xy systemata valorum ipsarum x, y simulta- 
neorum satisfiat, locum habere debent aequationes conditionales numero 


_(utDwt2 | Br Hart. 5 
Y 2 3 











AV 


— 


Habetur igitur totus numerus aequationum conditionalium, 
has er FI pm atetI  errtdezrt 








Unde prodit theorema: 

4) Quoties u.v systemata valorum ipsarum x, y, x, y=yı; 
=, yzYy5 re FI YYw satisfacere debent duabus 
aeguationibus algebraicis, alteri w", alteri y" ordinis, ubi v<u: in- 
ter Quv guantitates X, Kry sro Km EL Yı, Yayıeee Yu, eeguationes 
conditionales numero uv—3VY-+1 intercedere debent. 

Quod theorema geometrice ita enunciari potest: 

5) Ouoties w.v puncta in duabus curvis algebraicis u" et v" ordinis 
posita esse debent, ubi u_>v, inter coordinatas punctorum. inter- 
cedere debent aeguationes conditionales numero vv—3v+1. 

Theorema (3) sive (4) collatum cum (2) sive (3) docet, si @=v, nume- 
rum aequationum conditionalium unitate augendum esse, 

Punctis xy in curva v" ordinis positis, ut eadem puncta in altera 
eurva A" ordinis posita esse possint, ubi 2x >>v, sequitur ex iis, (quae an- 
tecedentibus demonstravimus, requiri inter coordinatas punctorum aequa- 
tiones conditionales numero 


+1) (u _ 1)\(a— —1\y—2 
(u \ +9ı% „+ a 3 a ME. Kr 4 











RV— 
Habentur igitur theoremata specialia: 
6) Assumtis in linea recta x punctis, sive in curva secundi ordinis ?« 
punctis, per eadem puncta curvam x“ ordinis ducere licet. 











292 18. C.G.J. Jacobi, theoremata de punctis intersect. duar. curvar. planar. algebraic. 


7) Assumtis in curva terfii ordinis 34% punctis, ubi #«>3, ut per eadem 
duei possit curya @" ordinis, inter coordinatas punetorum aequatio 
una conditionalis locum habere debet. 

3) Assumtis in curva quarti ordinis 4 punctis, ubi u>4, ut per ea- 
dem puncta duci possit curva «" ordinis, inter coordinatas punctorum 
locum habere debent tres aequationes conditionales; cet. cet. 

Vel si quaerıs maximum numerum punetorum, guae in curva y" ordinis 
er arbitrio assumi possint, ut per eadem alteram curvam pw“ ordinis 
ducere liceat, ubi u>y, numerus Iste punctorum erit 


‚_6—-1)v—2) 
MV 2 . 


Eliminatis e (3) quautitatibus A, I, +... Ry; cum inter ?1v quantita- 





OB Lıy Han +++ “ur » et Yı, Yay +ri* Yu prodeunt aequationes numero 


(utr—2)(u-ı m; Re a le 10-2), 


> | 5 s 
eum vero e (4) inter easdem quantitates tant v—3y-4-1 ti 
( nter ea: juantitates tantum ay— 3y-F 1 acdquationes 











conditionales locum habere debeant, si a >v; sequitur, geguationum illa- 


rum, si av, numerum 
(u—rv—1)\(un—v—?2) 
) 








religuis continert. 
Quod reapse fieri, iam ex ipsa natura aequationum (3) sequentibus 


comprobemus. 
4. 


Statuamus inter uy incognitas %,, Uyy «+... 4, totidem intercedere 


ur 
aequationes lineares huiusmodi: 














u, U, Bus ER \ 
9) A” + Rn, .... Fr aR7 = (0,0), 
1 } 
u,%, U, 0, UnyCnr __ 1.0 
R, u Ryy (1,0), 
2 2 
uU ı Ur IC, U, yuv Kur u 7 0‘ 
R, n4 R, a ai = (4,0), 
. . % > . 7} * ® s - ® . E 9 
u, u + U, er + U uy cu“ ( 1 0) 
R, R, .eo®e >» N, “ — K s 5 
u, Yı u, Ya _Hur ae — /O 1 
R, 1, ER, R, ( 3 h 


nz p azale. „uegele = (1,1), 





Rur 
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u, a Yı zu U, a Ya - Hur a Yan f 1 1\ 
ea "user FE E> BIT / 
R, a Ru (M ‚i,, 
2 2 2 
U,V UnY Uuv VYur 
DB. 8 2/2 } - nn 0 ‘ 
rs —- ca Anne ni u...» EEE zn. 
R, + R, + Hr ( »*»3 
2 3 2 
u, 7, V uU,0,YV UuyXKuyVYuvy 
a tete, ee (9), 
R, R, Ru 
. . . . . s . E} ® U} . . [ 9} E} . . EL) a 
= La 2 u—l 2 
u, ı0# 1 7 uU 2” 1,7? Hurv ur ud UV 
or Team 2 u ne — = (u—1,2) 
Rh, R, u 
. . . > ” ’ ” . . . . s . * . ® » >’ ” 
—1 v1 Rp 
u,Yy y u,Yy Uuv Y ur 
1) ı 2.8 —, ie I l, 
Pr we u - —— V — 
a nn; +} 0,1), 
u, X yo U,%C, 8 UuyXuy nr 
+ oo. = (1,v—1), 
R, R, R, 
Pa . ® ” 8 ’ . s o ® ® ® ® ® e . . * . . “ . 
—_1,,— u—1l.r— u—l, v—l 
uU, 0, Yı .. uU,%X%, Ya o + Uuy Kur Yuv (u 1 y 1 
® —  —— — 
R, R, RR, \ ). 


Quarum aequationum forma generalis est: 





af 27 yeu nu 
10) ar. + ge = (aß), 
Ä 


de qua forma generali proveniunt 1.v aequationes (9), tributo ipsi « va- 
lores 0, 1, 2, »... #—1, ipsi ß valores 0, 1, 2, »... v—1. Statuamus 
porro, e resolutione aequationum linearium (9) provenire incognitarunı 


valores sequentes: 


u, — 4,.(0, 0) +4, .(1,0) i runs o(u—1,0) 
+ 4,1(0,1) +4,,(1,1) +4,11, 1) 
+ An, v1 (,y—1)+A, ‚ı(1,v—1).... +2... 1, v—1), 
u” = 4,,(0,0)  +41,0(1,0) tun, 0a 1,0) 
+ 4,10, 1) +4,.(, 1) Ana, 1) 
+ 4,0 -D +4,11)... + Los), 
cet, cet., 


ac generaliter: 
Crelle’s Journal d. M. Bd.XY. Hit. 4. 49 
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ıl) „„ = 45(0,0)+4%9(,0)+ 4% (2,0) Aa —1,0) 
+70, + ANA Den + Au —1,1) 
+20, Y+ AP Y+AM 2 ne 2) 
+ ON HATT DH ID. 
a in 
de qua formula generali incognitarum omnium obtineantur valores, po- 


nendo loco 7 numeros 1, 2, 3, .... Kb. 


Statuamus denique, posito 














a, N ’ Ö “ ) 
Tg ei a »} , — c 
li um: X f Yı’ Un m X, . [ E} E U —— A 
expressionem (a,£) lhieri (a, £),,5, unde 

a+y 5 5+ R ‚a«+y ‚4 d FE 2 | +0 
= ) Fe» B) x 4 yh 

I 7 2 er’ Wu ur 4uy 

R, + R, u re (ED } 


quae expressio cum tantum pendeat a summis & +, B-+0, statuatur: 

’ (a, P),5 — (Oo+y,8+63 

sıve sıt: 

7 
12) 21) Er + .. 

QOuibus intaiin, erit e (Il): 

13) Ay, =ANa,5 +AmR,r5 tAD a5 + Am 0 @,4u-1,9 
+ A) a yö+1 +A a, y+1,ö+1 +47 ER ERERREN. 7 nr ı @, + 01,041 
+ 47 0,5 +- 4” Qy+ı, 342 +42 a, yh2, ee Q 41,042 


.... +4), wi Aytum1,ö4y—10 
Designantibus ‘%, d numeros integros positivos, incluso zero, sit y+J<v; 
sit antem, ut supra, v<@. Quibus positis, statuamus iam, in aequationi- 
bus (13) evanescere «quantitates omnes @,,, m qubus +9 <u+V—2. 
Unde aequatio (13), si y+d==v, hance formam induit, in qua series hori- 
zontales inverso ordine exhibuimus: 
14) eur y dm, @ u4+r-8-1,0 +ÄA2,004,- d-2,8 
+ am 1 u4v--1,041 + Ana, ı@utr -0-2,0+1 + A, 1 Qu+v-5-3, d+1 
+ 4 u, 28 449-5-1,6+2 + A: Q u4v-8-2,542°°** +4 2 A u+v-5-4,0+2 


w din) v-1 Qu +r-ö-1, d+r-1 + An, v-1 Q ur 5-2 Öhr-Lr*re* 
Bon + A -y-1,v-1 a --1,ö+4v-19 





15) 
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qua in formula ö valores omnes induere potest inde a O0 usque ad v. G>r- 
neraliter, si @,,—=0, quoties p +7 <ua+v—?, aequatio (13), seriebus et 


horizontalibus et verticalibus inverso ordine exhibitis, haec evaldit: 
b) 


SER (m) (m) n) Rt 
sch Ym art De -1 Q,+u—1,ö4r—1 + Au, v—1 Dee .„... + Pig ydlır 1 Fu 1,ö+ - 


(nm n) 
4 AD 5 —_) Q,+u- 1 ‚dtv — „+ BEI: v—? A, 4u—r ‚otyr— . .— A v—‘) @, - 3.d+ —) 


(m) (m) m ’ 
+ An) „3 4. ytu—l, +3 7- N, v; @ yhu—2,öd+v- + jr Ö+1,v—3 a Öö+1,d+y= 


& = m) @ + uml,y—y + ne Rum uy + re Q,4+u—lry—L® 
Siytö=v, in formula antecedente reiiciendus est terminus postremus, 
in quo ipsius A”) index posterior eo casu negativus evaderet; qua de re 
casum illum formula (14) seorsim exhibuimus. 

Öbservationes his adiungimus sequentes. Singuli expressionis gene= 
ralis (15) termini forma gaudent 


Hy Q,+p, ö+g ’ 


ubi yp<u—1, 9<v—1, simulge Y+?+ + „2ut+v—2, ideoque 
p+r>0u.+v—2—y—0. Terminos #,,,, qui conditionibus illis satisfaciunt, 


omnes simul continet aequatio (14), eorumque numerus est 


243444... +, +1 = . 
Sed numerus aequationum inter terminos illos linearium, quae e forma 


‚9 uch! ” 
ul Pe er 





trıbuimus enım 





generali (15) obtinentur, est C 


> . x AN . 
ipsis ‘, Ö0 valores omnes, pro quibus Y+ö<y. Unde terminos omnes 


4A”) ex aequationibus illis eliminare licet; quo facto obtinetur una acqua- 
tio inter terminos x, y), linearis. OQuae aequatio cum prorsus eadem ma- 
neat pro omnibus ipsius 7 valoribus 1, 2, 3, .... 4v; habetur aequatio 
inter x, y ordinis v", cui #v systemata valorum zen, y=y; 2 =, 
yzY3... 2=Lu Y=Yw Satisfaciunt. 

In formulis (13) supposuimus evanescere @,,, quoties p+9< 
#.+y— 3; in formulis autem illis >, 9 gaudent forma 

p=Yy+tP, g=I'tH, 

ubi >‘, 9°, 1, 0 positivi, atque y+ö<y, pP <u—1, „<y—1. Unde va- 
lor ipsius 7 maximus est ?y—1. Qua de re, ut obtineantur aequationes 
(13), sive ut singula systemata valorum z=xr,„, Y=Yym Satisfaciant ae- 
quationi y" ordinis (quod e (13) sequi vidimus) poscebantur aequationes 
sequentes: 


39 * 
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16) duo = 0, Qıo = 0, 0,0 = 0, > 32 Q 4,30 = 0, 
Ay 53 0, Q@,ı = 0, 0,1 3 0, We Our 1 — 0, 
dua = 0, 4,2 = 0, Ga =0, .... Outr-s2 = 0, 
Q,2,—2 on 0, Q 27-2 — 0, Q, y—?2 zZ 0, .e.. 0. url, = 0, 
wa) Al, Ava t$,.... Alam =) 


Quarum aequationum numerus est 


er +v—?+ut+Vv—3+u+V—4...+u—vr—1 = v(2u—3). 
Quarıum aequationum nulla est, cuius usus non sit in formandis aequatio- 
nibus, quas formula generalis (13) amplectitur. Observo tantum, si 
v=n—1, aequationum (16) seriem postremam horizontalem reiiciendam 
esse, cum eo casu fiat Qv— 1>u+v—3; quo tamen numerus aeıuatio- 
num, quem assignavimus, non mutatur. 


Aequationes (3) praeter aequationes (16) adhuc continent sequentes: 


17) Q 0,2; =(, 0. = 0, 2 0es ds 0, 
002,41 = 0, 0,941 = 0, v2... G ur4,27 +4 = 0, 
Oo), u4v—4 m 0, Our = Ö, 
Qu,u+v—3 — 0, 


quarum est numerus: 
u Mut) 


u—v—?+u—v—54+....+2+1= 2 ‚ 


qui etiam valet numerus, si v=u—1 velv=1u—?, quippe quibus casi- 
bus aequationes (16) aequationes omnes (3) amplectantur, ideoque aequa- 
tiones (17) omnino non habentur. 





Designemus aequationem v" ordinis, quae de formulis (16) deduce- 
batur, hoc modo 
vy=Xy+X'yp2t..+X0%, 
designante X) expressionem ipsius x ordinis a". Sit porro X,’ valor 
ipsius A” pro = x. Quibus statutis, multiplicemus aequationem y" 
ordinis per x’ y’, ubi e<u—v—3, quem numerum supponimus positi- 


vum: erit 


B Yu - 7 Pant 8 7 Pa £ ’(y 
ey = X ya Xty 2... tax), 


de qua formula facile dedueitur: 
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‚2v 2: vr e ‚2v 
Y N XOuv uv 


4 Me R, + .... 1 we 
vl 


yoıı > vl „# 

„ar a” EN ne 2, X, Ya - LT uv Ai, Yurv 

mn a SE .... m B Tu 
Buv 


tz 











“ ya? 


€ x, v—?2 "2 € 2 
T, A Bu 2 X 2, 2 X uv KAur Yuv 
+ — R + ov... + Rus 


R, 5 


v—? 











E wl[r) 7 E wr(v) _v ) 
+ x A, Yı En X, X, Ya +. Sur a. y a 
re ee ie .... . 
R h, Ryv 


I 


Expressionis post signum aequalitatis series horizontales singulae evanescunt 
e (16). Unde habetur etiam: 


2y 2y 
ur Yuv — (0 


15) en ae DE ee a le ı 


quae ae sehitin loco e ipsius valoribus 0, 1, 2, .... u—v—3, 








sup- 
peditat aequationes: 
a = 0, u =$0 ...: Q 32V 
quae est aequationum (17) series prima horizontalis. 
Multiplicata aequatione v" ordinis per xz’y’*', 
eadem ratione deducitur formula: 


= 0, 


ubi e<w—v —4, 





2r+1 Eee rl E r+t 
a Yı + 4 IC, Ya m nn KL uv ad uv 
_—— a, .... 
R, R, Ruv 
ec ‘ 2y 


B4 . 
Dur Au Yurv 


Ee vw’ _2v Ewt 2v 
+ + BIN 4... +2 
R Ru 














A % 
„ty > 2y—1l “ y—l 
+2 au X y en + X, N Tr + - Kur Kur Yurv 
R, R, Ru 
r „\V R - 1 
u Di Kr Ya 











an Sul SS aulı NASE Yun Hegeare, 


Expressionis post signum aequalitatis series horizontalis prima evanescit e 
(18), reliquae e (16). Unde etiam habetur formula: 





€ _2y+1 ee _ ivHtL E 2yv+1 
wu de X, Ya Xuv ) » Yuan Fa 0 
u ern Rur 4 


quae, substitutis ipsius e valoribus 0, 1, .... a —vY—%# suppeditat ae- 
quationes: 
. ar = 0, 


Oo, = 0, Ov+iy " + * 
Eodemque modo 


quae est aequationum (17) secunda series horizontalis. 
reliquae formulae (17) demonstrantur. 
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Vidimus igitur, de aequationibus (16) deduci posse aequationem v" 
ordinis, cui 14V systemata valorum z=r., Y=yY„m satisfaciant; cuius 
deinde ope e (16) aequationes omnes (17) derivabantur. Unde, quod 


propositum erat, ex ıipsa natura aeguationum (3) directe demonstravimus, 
(v—r—1)(u—rv— 2) 


y, 





aeguationum (3) numerum religuis contineri, videli- 


cet aequationes (3) in duas classes discerpsimus (16) et (17), guarum haec 
illa continetur, negue aeguationes conditionales novas suppeditare valet. 

Aequationes (16) sunt numero v(?u.—3); de quibus eliminatis (v 
quantitatibus Zi, A,, .... Z,, seu potius earum rationibus, remanent in- 
ter IpsaS X, Y„, aequationes conditionales numero 

v2u—3)—uv +1 = uy—3v+1, 
quem verum numerum aequationum conditionalium supra per considera- 
tiones plane alias invenimus. 

De aequationibus (3) etiam aequatio (#" orıinis deduei potest, cui 
eadem wuy systemata valorum z=xr„, Y==Ym Satisfactunt. Nam cum e 
(3) sit a,,—=0, si p+9<Sut+v—3, tribuendo in (13) ipsis Y, ö valores 
omnes, pro quibus y-+d<p, abeunt e (13) coeflicientes 
4,0; As Av; Ar Ay Ayo; RN 
| | @-20—1), 


ERFTY A,-3,0 


m? 
1,v—? 


W—-2)W—1) 











quorum est numerus 5 ; inter reliquos uv— n - Pro= 
» . * 1)( LU 2 » .. » . 
veniunt aequationes lineares numero er! 2 he e quibus, co&fhicienti- 


bus illis eliminatis, prodit aequatio x" ordinis. Quod vero inde non unica, 


2 92) —1 
re nr! 2) —1) _ 


. 








sed aequationes #" ordinis numero 
(u—v—1)( 

2 
aequationem v" ordinis, cui eadem systemata valorum satisfaciunt, aequatio 
(vu—rv—1)(u—rvr —?2) 


>) 


Aue. provenire possunt, id eo fieri debet, quod per 








#.' ordinis, sicuti supra monuimus, constantes arbitrarias 
contineat, 


> 
Quae de curvis planis antecedentibus proposita sunt, facile ad su- 
perficies extendis. Quaeramus primum, quotnam punctis curva intersec- 
tionis duarum superficierum dati ordinis determinata sit. Aequatio super- 
ficiei 2" ordinis constat terminis 


CE EICH DICH 5 





2.3 
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Unde, datis punctis 
(n+t)n+2)(n +3), 
2.3 - 
.,® “.. [2 a “ . 
in ea positis, co@fficientes aequationis omnes per duas ex earum numero, 
quas vocemus a, b, lineariter determinantur. Quo facto, aequatio for- 





mam induit 


ÜHIV/ —=0, 
designantibus U, 7 expressiones trium coordinatarım 2" ordinis; quarum 


erpp_e : 2 ’ 
co@lficientes per coordinatas punctorum LE TIFT a determi- 





natae sunt. Per eadem puncta si altera superficies n“ ordinis transit, 
aequatio eius ab antecedente tantum constantibus a, 5 differt. Unde per 


puncta 

(++ Dn+3) 9 

2 

determinatur curva intersectionis duarum superficierum n“ ordinis. Nam 
iofinitae superficies 2" ordinis, quae per puncta illa duci possunt, omnes 
in eadem curva se intersecabunt, quae datur per aequationes 

UÜ=0, ’_a0U. 
Quaerainus generalius quotnam punctis determinetur curva intersectionis 
duarum superficierum, quarum altera u", altera v" ordinis est, ubi u >v. 





Superficiei v" ordinis aequatione multiplicata per expressionem 
(u—v)" ordinis, cuius coe@fficientes arbitrariae sunt, habetur et ipsa aequa- 
tio x" ordinis; qua alteri aequationi u" ordinis addita, effici potest, ut in 
ea evanescant tot termini, quot sunt co@fficientes arbitrariae, hoc est 

—r +ila—r +2)(u—r+3) 
2.3 . 
Cuius aequationis reductae termini cum sint 


(ut D(u+2)(u +3) _ (er + (u—r+2) (u—r+3) 
2.9 2,3 ’ 


ea determinabitur per numerum punctorum unitate minorem, ideoque ipsa 
etiam curva intersectionis utriusque superliciei; sive data superficie v" or- 
dinis, curva Intersectionis eius cum superficie w" ordinis, ubi u>v, de- 











terminabitur per puncta illius 


(ut) tY(u+3) (u—r +1) ua—r +2) (u—r+3) 
2.3 RK 5,3 —_ 


Si v=1, ex antecedente theoremate habetur theorema notum, intersec- 
tionem plani cum superficie &" ordinis, seu quod idem est, curvam pla- 
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nl nu mn gie BR Si 


v=?7, sequitur, guoties u >?2, curvam intersectionis datae superficiei 


nam «" ord:nis determinari per puncta 


“ 


secundi ordinis cum superficie u“ ordinis determinari per puncta_ illius 


u.(u + 2); cet. cet. Quod theorema etiam sie proponere convenit: 
Quoties u>?, in superficie secundi ordinis ex arbitrio acceptis punc- 
tis u.(u +2), superfieies u“ ordinis, guas per ea ducere licet, omnes 
curvamı intersectionis cum superficie secundi ordınis eandem habent ; 

et generaliter: 

Quoties u>y, in superficie v" ordinis ex arbitrio acceptis punctis 


—— 


(u+1)(a +2 (u +3) (u—v+1l)un—v +2) (u—v-+ 3) 1 
u 23 Die 2.3 


superficies u" ordinis, quas per ea ducere licet, omnes cum super- 








W 


fiecie v" ordinis eandem curvam Intersectionis habent. 


Ö. 
Investisemus iam conditiones, 4quae locum habere debent inter 
puncta intersectionis trium superficierum dati ordinis. Sit primum omni- 
bus tribus idem ordo n; eadem methodo, qua antecedentibus usi sumus, 


facile patet, datis punctis 


++ Dmt3) 2 
2.3 = 


superficies 2" ordinis per ea transeuntes omnes forma gaudere 
«UÜU+HIHV/+V —=(, 

designantibus a, b, c constantes, atque U, 7, // expressiones 2" ordinis, 

per coordinatas punctorum datorum determinatas. Unde puncta intersec- 

tionis trium superlicierum, quae per puncta illa transeunt, posita esse de- 





bent in tribus superficiebus, quarum aequationes sunt 
U = 0; FF zu 0, FW == 0; 
ideoque n? puncta, in guibus tres superficies n“ ordinis se intersecant, 


determinata sunt omnia per numerum eorum 
RHYRTDAHI) 5 
2.3 ’ 
sive e n? punctis intersectionis trium superficierum n" ordin:s, numerus 


en BAR TELR 43 IE ner rn 











N 


per religua determinatus est. Ita notum est, e 8 punctis, in quibus tres 
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superficies secundi ordinis se intersecare possunt, unum per reliqua sep- 
tem determinata esse, 
Theorema antecedens etiam sic exhiberi potest: 
Datis n’ systematis valorum trium incognitarum, ut tribus aeyua- 
tionibus n“ ordinis per ea satisfieri possit, inter valores illos incog- 


nitarum conditiones 
(r— 1) (ön®—n— 12) 


2 








locum habere debent. 
Ponamus iam duabus superficiebus esse ordinem v, tertiae ordinem u, sit- 


que u>y. Jisdem considerationibus, quibus supra usi sumus, sequeretur, 
ope duarum aequationum v" ordinis, in aequatione 1." ordinis deleri posse 





terminos 
9 R—r +1) (a—rv+2)(u—rvr+3) 
— 8. 3,3 u 
Sed hoc iustum tantum est, ss u—v<v. Sint enim P=0, %—=0 datae 


aequationes y" ordinis; v, v duae functiones (u—y)" ordinis, quarum coöf- 
fieientes arbitrariae sint; sit /=0 aequatio u" ordinis. Ipsi f addi potest 
expressio uP+vY, quo facto in expressione [+uP+vy tot termini 
deleri possunf, quod continet uP-+-v:b constantes arbitrarias. Sed quo- 
ties u —y>», expressio uP + v') non mutatur, si loco z ponitur u--AY, 
loco v ponitur v—AP, designante A expressionem ordinis u — ?y quam«= 
cunque seu cuius co6flicientes et ipsae arbitrariae sunt. Unde a numero 
coefficientium ipsarum u, v detrahi debet numerus co@fficientium expres- 
sionis A, ut obtineatur verus numerus quantitatum, quae in expressione 
u@-+-vV arbitrariae sunt, hoc est, quae ad minovem numerum non revo- 
cari possunt. Unde sequitur, sz u >?2y, numerum terminorum, qui in 
expressione u" ordinis ope duerum oeguetionum y" ordinis deleri pos- 
sint, esse 
(«—r +1) (a —v+2)(u—rv+5) (ua—2r+1)(u—2v 
Re) 2.93 
ideogue ope aeguationum illarum expressionem y“ ordinis ad numerum 


+2) (u —2v+3) 
5 








terıninorum 
(utt)/urNlu+3) _ (a—rHl)u—r+2)(u—r+3) 1 (u—w+1)(u—2v+2) (u—2v+3) 
2.9 3 2.3 
= vV(u—v+?) 
revocari posse. Si u<{2v, numerus terminorum, qui in expressione 
ordinis ope duarum aequationum v" ordinis deleri potest, erit 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XY. Hift.4, 40 
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(u—v+1)u—r +2) (u —v+3) 
2 , 


JO 


unde sequitur, 57 u v, u<2v, expressionem w“ ordinis ope duarum ae- 


guationum y“ ordinis ad numerum terminorum 


(ua+1)(u+ ur) _ Ur tNa—rtNu—r+3) 








2.3 3 
. (27 — u—1)(2v — u—2)(?v—u—3) 
on a F2) f 
u art ) 2.3 


revocari posse. 
E propositione antecedente videmus, numerum v’(u—y-+-?2) etiam 


valere, si u >22v— 3 


Ex antecedentibus deducitur propositio haec: 
Sit u>y, data curva intersectionis duarum superficierum y“ ordi- 
nis, puncta In ea posita, per guae superficiem u" ordinis ducere 
licet, per Ipsam curvam non transeuntem, non plura ex arbitrio 
accipi possunt, s! W>2y—3, guam 
vu +HD)—1, 
si u<2v, non plura guam 
, 2v — u— 1) (2v— u—?2)(2v— u—3 
Yu—r+ + | RNIT NR E but 
2.3 
et vice versa; si uI2v— 3, per quaelibet eius puncta 
”(u—vt+2)—1; 
si u<2y, per guaelibet eius puncta 
v— u—1)(2v—u—?) (2v — u — 3) 


. . (2 
”(u—vt+2)+ "n Eh ai 


ducere licet superficiem u ordinis, guae per ipsam curvam non 











transit. 
Si v=?, sequitur e proposition eantecedente: si curva intersectionis dua- 
rum superficierum secundi ordinis per superficiem u" ordinis, ubi 


uw>2, in 4u punetis secetur, unum ex his per religua 4u—1 determi- 


natum esse. 
7. 


Vidimus supra, intersectionem duarum superficierum v" ordinis de- 
terminari per puncta 





vH) HDTH+3) 9, 
2 Ban 


unde si p isto ‚numero  maior est, ut p puncta in intersectione duarum 
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superficierum v" ordinis posita esse possint, inter coordinatas earıum locum 


habere debent conditiones 
r— - 3 % 2 a = 2]. 


Statuamus iam, tres superficies, duas v", tertiam u" ordinis, ubi u>v, se 





mutuo intersecare in YV’u punctis; sitque 

1) u>2v—35; 
puncta illa v’u e $. antec. omnia determinata erunt per Yu —yv +) —1 
ex eorum numero, in intersectisne duarum superficierum y" ordinis PO- 
sita; inter quorum igitur coordinatas intercedere debent conditiones 


lv u—r+ u ae Bu Me nd da dl de 1], 


unde numerus totus conditionum, quae inter coordinatas omnium y’w 


punctorum locum habere debent, fit: 











War ++ +2 rar +D— Sa kn +1] 
= Wk) + ELLI, 


Sit 
2) u<2v 
puncta v’« omnia determinata erunt per 
, 2 — u—1)(?v— u—?) Qv—u-—3 
Pur +) +! RN 5 \ he 
ex eorum numero, in intersectione duarum superficierum v" ordinis po- 
sita; inter BR, ig coordinatas intercedere debent relationes 
’ v— u —1) (27 — u—2) (Qv—u—3) („+1)(# +2) (v-4+5) 
2|v (a1?) 2.3 un 2.3 +1], 
unde zumerus totus conditionum, guae inter v’u punctorum illorum 


coordinatas locum habere debent, fit: 
En a (2vr—u—1) (27 — u—2) (2v — u—3) 
3 | nv (un—v -2)— 53 +1] 
u rm) nu) _ OHDEHDEHS 
+2|"@-r+9+ 2 +] 
— u—1)w—u— 2) r—u—3) (v+1 AANENERRN .* 
“ ) 















































"u (u—v+2)— E% nen 6 ! L 
eg PRRE, e | ih 5 EEE EIN Gallen) 15. 
Siu=v, fit 
; ır— u —1) (9r—u—?2) (v— u —3 ‚L1)\(v42)(y-L3 
Er 4 ENDE) 5, 


40 * 
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qui numerus punctorum semper in eurva interseetionis duarum superheie- | 














o + +d(r +3 a 
rum v" ordinis lacere potest, quippe quae + ar: ‚et FAR, punctis 
determinatur. Quo igitur cası reiict debet conditionum numerus 

(Bu) w—u— 2 (V— u— Ä 2)(v43) 
2lu— 5 y— u—1) Br (27 — 1 3) _ @+1)v+2) +3) En 
2.3 2.3 Pr 





Unde, sı a =v, duobus augeri debet totus numerus conditionum antecc. 














an 
2.2 l )(u+? (u+3) («—v+1)(u—v+2) (u—v+3) __@+1)®+2)(#+3) a 
3V FE, KR Woher + 5 a +5 
u" Ze (+1) nn in (+3) ee ee 
— 3y IE A > 


Quod, si loco z scribimus y, bene congruit cum numero supra inventa, 
(v —1)(5»? —v— 1?) 99? — 67? — 11v-+ 12 








co nn 19) e/ 


qui numero antecedente duobus maior est. 
8. 
Consideremus iam casum, quo una superficies sit v" ordinis, duae 
u ordinis, ubi rursus u >v. Cum in aequatione superfieiei 4" ordinis per 
aequationem superliciei v" ordinis deleri possint termini 


(“«—rv+1)(u—r+2)(u—r+ ” 


PEN ABER VOR. AH = 


Au 6 


facıle patet per considerationes antecedentibus Hs si u>»v, In super- 








‚ficie v" ordinis ex arbitrio assumi posse 
(+1) (a +2)(u +3) _ a—rttl)(u—r+2) (a—vr+3) nn 
2.3 2.3 % 
puncta nec plura, per guae ducatur curva Intersectionis duarum super- 
ficierum w" ordinis, guae non tota in superficie v“ ordinis iaceat. 
Hinc sequitur, uf wv puncta, ubi u>v, considerari possint ut in- 
tersectiones communes superficiei y" ordınis cum duabus superficiebus 
pe 
w" ordinis, Inter coordinatas eorum ıIntercedere debere conditiones 


[pm ErVE+IerY „ ertdenzene—rtN 9] 


























2: 2.8 
: e)leT 2) (u+3) _ (u r+1) (u—v-+2) (e—v43) (v„+1)(v-+2) (r-+3) a 
2.3 2.9 
En a +2 3 —v+l)\(u—v+2)\u—v+3 tv +2)v +3 
= Zu y— ee er )u+ I v+l)(u et Xu—r+ ARE u: an \v+ 45 


3 — 22-119 —8 
2 ; 





uv2ut+v—4)—! 


gui numerus, Ss! a ==y, duobus auger! debet. 
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9. 
Sit denigue irium superficierum neutra eiusdem erdinis; sive sint 
tres superficies u", v", »" ordinis, ubi un >v>o; quae superficies se in 
.vao punctis intersecent. Puncta vv» ut in superhcie »" ordinis iaceant, 


conditionibus opus est 





(Ha tN (ot 3 
+ D.n4, 


Mva— ——— 


Aequatio superficiei v" ordinis per aequationem superficiei »" ordinis revo- 


cari potest ad terminos 
42), +43) _P-3 + - 39 — +3), 
9 2 ’ 


2.3 
euiusmodi aequationi ut satisfaciant coordinatae uy» punctorum, conditio- 


nes habentur 








nz 








(v 1 v+-2)(v +35) (vy— ö-l 1\v, —o Dee 3) 
wo te +DC+D | W-etle-ut Deut... 
n. u nt) 
lam quod superficiem 1" ordinis attinet, destinguendi sunt duo casus. 
Sit 


Il) vzv+o@5 
considerationibus iisdem atque supra factis, probatur, aequationem u, 
dinis per ae«uationes v" et »" ordinis revocari posse ad terminos 
(a+l) (+2) (u+3) (ua—v +1) (u—r+2) (n—rv+3) (n—a+l)(n— +2 (u— +3) 


tı 


OT- 





Ze 2.9 
(u—r—5+1) (u—r— +2) (u—r— +3) va(2u—v—o+4) 


+ = > 
3 s 


cuiusmodi aequationi ut satisfacere possint coordinatae 49» punctorum, 





Be 








conditiones habentur 
vaQu—r— a4 volvto—4) 
) + ) +1 — (+ 3, 


Nya— 3 u 





u 


Unde fit fotus numerus conditionum, cuibus satisfacere debent uyo 
A. \ 

puncta, ut considerari possint tamguam intersectiones communes trium 

superficierum p", v", ®" ordinis, guae curvam intersectionis communem 


non habent, siguidem v>a, 1,>v+#, 














Pos un SER KEREEEER, + EEE E IKT „u EEE 
re 2.3 3,3 3. a 
olvto—4 ri g No Nos—: 
Jar 13elustr®t— a2 ® -, = m 


Qui numerus, si v=#, unitate augeri debet, ut cum numero, ‚quem sı- 
pra eo casu invenimus, eonveniat. Ac reapse, si v=o, aequätio =" or- 
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dinis per ae«quationem y" ordinis ad numerum terminorum unitate mino- 


(#+1) (5 +2) (=+3) 
2.3 


tionum, ut coordinatae 4v» punctorum eiusmodi aequationi satisfacere 
possint, fit 





rem, SC. — 1 revocari potest, ideoque numerus condi- 








( 1 2 3 


qui est unitate maior afque supra assignatus. 
Sit 
2) u<vto; 
onınia eadem atque casu priore manent, nisi quod reiici debet numerus 


(u— r— a+1)u—r— a +2) (a —v—©+3) 
2.9 


UVGO— 








Unde fit numerus conditionum 





(FI) at?) (5-3 
Yuyat vo -—Ava— Io’ — nl e et) 





Be +9 — u—1) „+9 — un — Y(r a —u—3) 


‘) ‘.) 

Au a) 
Oui numerus, si u=y aut v=» unilate, si u=v=o», tribus augeri debet. 
Si u>y-+7, numerus punctorum, per quae superficiem u" ordinis 
ducere licet, quae in curva intersectionis duarum superfieierum y" et @" 


ordiuis ex arbitrio accipere licet, est 
y 0] 
vo(u+2— 5 )—1. 
Si u>», u>o, sed u<{y-+ a, fit idem numerus 








va(u+2— 2°) ee A EEE 1. 
10. 


Sit f=0, 9=0, %=0 aequationes u", v", @" ordinis, inter 


tres incognitas X, y, z propositae, ac ponamus, tribus illis aequationibus 


FF ? 


satisfieri per 1.y» systemata valorum incognitarum = x, Y=ZYm, 3 m: 
ipsi 77: tributis valoribus 1, 2, 3, .... Ava. Sit porro 


df (3 day dg 4 df dp dw dp dw df dg dıy dy dw 
1E (ie. i9 2 Ye re, 


R= BE an SEE IE. .— 
dy di dz dy dy\dz dx dc dz dz \dx dy dy dx 


dx 


ac designemus per 7}, valorem ipsius Zi, posito smul @=an, 1 =yYm» 
Onibus positis, demonsfrari potest per methodım similem atque pro dua- 


bus incognitis adhibuimus, Aeri 
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h 











BD. a b.c a 2 
Fr Yıfı T,V2 tz eva Yan __ 0 
u + R, + ”„... + Rue Be Y 
designantibus @, 6, c numeros integros positivos, quorum summa 
a+b + <u+v+9—4, 


Numerus harum aequationum, qui pro diversis ipsorum a, b, e valoribus 


obtinetur, est 
(«tr +9 —3) (ur +97 —Y (ur +9— 1) u. 
2.9 - 
Multiplicando aequationes /=0, P=0, Y=0O respective per sin- 
gulos terminos expressionum, quae respective non superant (v+» — 4)”, 
(s-+u—4)"", (u+y—4)"” ordinem, e tribus aequationibus propositis 





eruuntur aliae numero 
VE DLEP „(ee Dit pe Men 

2.3 { 
E* ERS FORD N 











in quibus singuli termini dimensionem %+v-++5»—4 non superant. Qua- 
rum aequationum unaquaque eflieitur, ut e toto numero aequationum 


=... BD ce a b ,®e 
se ae. ‚D = i Pe 





Er Yı a Ya 2 I ur) UV »uvyn — 
u use + ? + REURAR + R ‚io u. Ua.b,e = 0 
i s ur& 


una ad reliquos revocetur. Sed D aequationes illae non a se omnes in- 
dependentes sunt, sed pars novas non suppeditat relationes inter ipsarum 
x, y potestas earumque producta. Sit enim A terminus expressionis, quae 


non superat (u— 4)" ordinem, aequatio 
1. = 
et ex aequatione ®= (0, et ex aequatione Y=0 provenit. Unde de nu- 


mero PB deduci debet numerus 
(u—1)(u— 2) (u —3) 
2.9 
aequationum, quae duplici modo inveniuntur; eodemque modo videmus, 
a! . @ 1) — 2Y)(v —3) 
eX aequationibus 17 = 0, [=0 easdem provenire 3,3 ae- 
. Bude . _ (a —1\a—2)(o -3) 
quationes; ex aequationibus f=0, 9 = 0 easdem provenire 53 


aequationes. Qua de re, posito 
G—)o 


(v—1)(u— 2) (u — 3) W— NW —YWw—3) (@ zus 1) —?2)(o u" D BR a 
2.3 % 2.3 r 2.3 ‚nl 
tantum numerari debent B— C aequationes, quarum unaquaque una EX 
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A aequationibus z.,.=0 ad reliquas revocetur. Quae igitur Omnes re- 
vocanftur ad numerum earum 

A—B+C= uwo—1. 
Unde patet, ipsis /t, seu earum rationibus per uva—1 ex aequationibus 
Uy,. == 0 determinatis, reliquas 


o—1\ 3—Mlu —d 
ehe te 


ex jis sponte fluere; sive, quod novi doceant aequationes 4,,.=0, tan« 





tum spectare significationem quantitatum R,. 
Kliminatis /7,, ex aequationibus z,,.= 0, habentur inter ipsas x,,, 
Yny Sm aequationes 


(+ +9 — N (u tr +o5—2)(utr+o— 3) 
—— - 33 —uwva+1=D, 
quae nonnisi inde proveniunt, quod Av» systemata valorum r=xr,, 








Y=Yn, =, satisfaciant tribus aequationibus u", v", »" ordinis. Si 
yeyzı, hit 

w—1 PR d Ä (v—1) u — 1) 
D = KT .3u 1) BR) — u) +u4+1) = IL £ e, 


A 


Sed supra per alias considerationibus invenimus, numerum conditionum 
a se independentium, quem per E designemus, esse 


TR (u—1)(5 u — u— 12) 
— [— 5 pn e 





Unde e D ceonditionibus numerus 
— 1) (ua— fu — 3) 
DK m (2 ) 
2 


e reliquis sponte fluit; sive ie u =v=a, ex aequationibus u.,.=0 nu- 





(»— I) (u —2)(um— 3) 


merus ——-— religuis continetur seu conditiones novas non 


suppeditat. 
Eodem modo, si u, y, © inter se diversi sunt, per comparationem 


numeri D) cum numero conditionum a se independentium, quem pro sin- 
gulis casibus per alias considerationes supra invenimus, eruis numerum aequa- 
tionum Z,,.. = 0, qui reliquis continetur seu conditiones novas non suggerit. 

Antecedentia pro tribus incognitis breviter adnotasse sufliciat, Nec 
non disquisitiones antecedentes ad numerum quemlibet incognitarum ex- 


tendi possunt. 
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19. 
Observationes geometricae. 
(Auctore C. G. J. Jacobi, prof. ord. math. Regiom. ) 





Desigvantibus x, Y, z atque p, 9, r coordinatas orthogonales, ad duo 
diversa coordinatarum systemata relatas, aliae per alias exprimuntur for- 


mulis notissimis: 


Staup+Pr-+tyr; 


2 = 
1. y=s+tup+ßo+tYyr 
FE h+a'p+ß'g+Y" rn; 


quibus in aequationibus coefficientes novem «a, ß cet. satisfaciunt relatio- 


nibus viginti duabus: 


aa +RPPR + yy =1, aaa aa’ —=1, 
"u +PPef Hy nl, Pe+PePR+EPR" =, 
PR rl 
Be U u Ce ai a a PytPyY tet" = 0, 
2, dat P+Yy=0 yatyatyto = 0, 
ua‘ ei PeHtrWY=® aptap ta" = no 
—PB'y' = eo, ya 'a=eß, vB’ — ua’ Bey, 
2, Zu WR Ya —yat =eß, ap Zuge = ey, 
Py ey ment, ya-ya =ep, ap ap =ey", 


a AN) HR U a) Hr Ruß) = 
designante e aut +1 aut —1. Sed multum interest, sive hie sive ille 
valor ipsi € conveniat. 

Si idem corpus in duabus positionibus diversis consideramus, quod 
exempli gratia in theoria motus corporum rigidorum fit, notum est, con- 
stantes aequationum (1.) ita semper determinari posse, ut si punetum cor- 
poris in altera positione collocati coordinatas habeat x, Y, 3, corpore in 
altera positione collocato, eiusdem eius puneti cooırdinatae fiant pP, 9, r 
Sed vice versa, si singula puncta duorum corporum ita sibi respondeant, 
ut designantibus x, y, 2 coordinatas puncti alterius corporis, punctum al- 
terius corporis ei respondens coordinatas habeat p, 9, r, generaliter dici 
non potest, corpora eadem esse sive congruentia; sed siquiddem e= +1, 
. erunt duo corpora congruentia, si vero <= —1, erunt syimmetrica. 
Cr.tle's Journal d. M. Bd. XV. Hit. 4. 41 
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Quoties alterum coordinatarum systema in positionem alterius tra- 
ducere licet, ita ut axes coordinatarum x, y, 2 respective cum axibus 
coordinatarum >, 9, 7 coincidant, semper erit e= +1. Quod est videre 
in formulis Fuulerianis (v. Diar. Crell. V.II. pag. 188): 

x = (cos® sin’a + cos’a)p + (sin® cosc + cosa cosd(L— cos®))y 
+ (—sin® cosb + cosa cosc (l— cos®))r, 
y = (—sin® cosc + cosb cosa(1— cos®))p + (cosQ sin’ db + cos?b)g 
+ (sin ® cosa + cosd cosc (l—cosPQ))r, 
z —= (sind cos5b + cos a.cose (1 — cos®))p 
+ (— sin® cosa + cosb eosc (1— cos®))g + (cos®sin’c + cos?e)r*), 
in quibus a, db, ce designant angulos, quos cum axibus coordinatarum for- 
mat axis, circa quem rotare debet alterum systema, ut axes coordinata- 
rum p, 9, 7 respective in positionem axium coordinatarum x, yY, z perve- 
niant, et ® angulum rotationis. 

Dato corpore, formatur symmetricum, si pro omnibus eius punctis 
aut uni coordinatae aut omnibus tribus valores oppositi tribuuntur, sive 
etiam si binarum coordinatarum valores inter se permutantur, Contra 
habetur congruens, si duabus coordinatis valores oppositi tribuuntur, vel 
si valores ipsarum x, Y, & respective cum valoribus ipsarum Y, 2, x sive 
cum valoribus ipsarum 2, x, y commutantur. 

Notum est, posito mx, my, mz loco x, y, z haberi corpus si- 
mile; sed hie non licet, quod in figura plana, ut ipsi 72 valores etiam ne- 
gativi tribuantur; tum enim prodiret corpus symmetrici simile. 

Demonstravit olim Eulerus in eommentatione „de centro simili- 
tudinis,” propositis duobus corporibus similibus semper dari punctum 
utrique commune seu sibi ipsum respondens, quod centrum similitudinis 
vocavit, et quod adnotavit ea gaudere proprietate, ut duo corpora ex eo 
visa aspectum similem oflerant; porro dari lineam et planum ei perpen- 
diculare, per punetum illud transeuntia, quae et ipsa perinde ad utrum- 
que corpus pertineant. ÜUt, proposite corpore, formetur alterum eius si- 
mile in positione quacunque, cuilibet puncto corporis propositi, cuius COOr- 





*) Formulas illas etiam hoc modo repraesentare licet: | 
= c05p.p+(l—cosp) (cosa.p+cosb.g+cosc.r)cosa +sin p (osc.g—cosb.r), 
= c05s9.9+(1— cos) (cosa.p-+cosb.g—+cosc.r) cosb + sin p(cosa.r — c08 c.p), 
= cosp.r + (l—cosp)(cosa.p-+cosdb.g-+cosc.r) cosc-+sing(cosb.p—cosa.g). 


ug 





m. 
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dinatae sunt x, y, 3 pımetum. alterius respondere debef, euius coordinatae 


sunt p, 9, 7, aliis coordinatis per alias determinatis ope aequationum: 


S+tap +Pr +Yr, 


mx = 
4. my=g+tuep+P'7-Ky'r, 
mw h +a'p+Pß"o+y"r; 


in quibus novem co@fhcientes «, ß, cet. satisfacere debent aequationibus 
(2.).. 81 4, DB, C sunt coordinatae centri similitudinis, Ders debet: 
ir f+u4 4+£2B +yC ' 1/ —= (u—m)AHBDHYC, 
mB=g+u4+ßB+ty'C) sve (—g=wWA+Hß—m)DHhY'tC, 
Inc — h+ta'A+ guB4.c) E:: h = u" A+B"B+(y—m)C, 
qguarum aequationum resolutione prodit: 


as m(P#'+y')+m?]/+ (+ Pm)g +(e'’—+-ym) X 


5 














gr (1—m)[L—m(@«+P'-+7'— 1)-+m?] “ 

6 B= _ (Pte! m)f+[#"—m(y"+«)-+m?]s +(? +7 ’m)h 
; (1—m) [1 —m(«a + P#’+r'—1)+m?] ” 
u _ rear im sr" mat A)-m’lh 
(1—m)[i—m(e+ A+r'"— Dtm?) ’ 


quae formulae facile probantur ope aequationum (2.), in quibus, siquidem 
m quantitas positiva, ponendum est e&= +1. Denominator expressio- 
nibus inventis communis, si ipsas a, ß cet. per a, b, c, ®, uti in (3.), 
exhibemus, hanc formam induit: 

’”. d—-m(a+ß+y'—1D)+m') I—m) = (L—- 2mcos® + m’) I— m), 
quem videmus evanescere non posse nisi sit m —=1, quo casıu corpora 
fiunt congruentia. (Quoties autem denominator ille evanescit, aequationi- 
bus (6.) generaliter satisfieri nequit, unde videmus, corpora duo congruen- 
tia generaliter nullum habere punctum commune sive guod perinde ad 
ufrumgue pertineat, eumque unicum esse casum, quo duo corpora similia 
eiusmodi puncto destituta sint. 

Si aequationum linearium inter totidem incognitas una e reliquis 
sponte Huit, et denominator valoribus incognitarum communis evanescit, 
et habetur aequatio conditionalis inter terminos aequationum constantes, 
qua fit, ut etiam omnes simul numeratores fractionum, quibus incognitae 
eshibentur, evanescant. Quae aequatio conditionalis, si statuitur m =1, 


atque @, ß cet. rursus per @, db, c, ® exprimuntur, in aequationibus 


(5.) fit: 


8. cosa.f+ cosd.g +cosc.h =O. 
41 * 
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Ouae si locum habet simul cum m=1, tres aequationes (5.) duarum 
tantum locum tenent, cum tertia e duabus reliquis sponte sequatur. Quo 
jgitur casıu puneta duobus corporibus congruentibus communia infinita 
dantur, in linea recta posita, quam facile patet cum axibus coordinatarum 
ipsos angulos «, b, e formare. Quae omnia etiam per considerationes 
faciles geometricas patent. 

Si mn= —1, per formulas (4.) duo habentur corpora symmetrica. 
QOuae igitur omnibus casibus punctum habent utrique commune sive quod 
perinde ad utrumque pertinet. Cuius coordinatae e (6.), (3.) hunt: 





u —3|/+tang 2 r (cosb. h— c08C.8) n 
9, B= —: — 3 |g-+tang 2 —_(cosc.f—cose. h)| 5 
U = —4|2 +tang -(cosa.g —cosb. J]- 


Antecedentia adnotatu digna KT ati quippe quae in libris ele- 
mentaribus, quantum scis, desiderantur. 


Regiom. 14. Oct. 1835. 
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zo. 


Einige Sätze über die Veränderungen, welche ein 
System von Kräften durch Drehung derselben erlei- 
det; nebst einer Anwendung auf das Seilpolygon. 
(Vom Dr. Ferd. Minding zu Berlin. ) 





Für irgend eine durch die Winkel ®, '), # bestimmte Stellung des Sy- 
stemes sei, nach den frühern Bezeichnungen, /=L/+-Mm-+Nn das 
kleinste zusammengesetzte Paar; so wird bekanntlich der Ort der dazu 
gehörigen Resultante durch folgende Gleichungen bestimmt: 
mz—ny = L-—IV, 
1. ne—1lz = M—mV, 
= N—nV. 
Addirt man die Quadrate dieser Gleichungen, und setzt für /, m, n, L, 
M, N ihre Werthe aus den Formeln (161.) der Abhandlung % dieses 
Bandes, so ergiebt sich nach einigen Reduetionen: 
2. (kz—sin® sind. y)’ + (sind sind. — ge? + ey I = +tri, 
Werden die Kräfte degSystemes um die Richtung der Mittelkraft gedreht, 
so bleiben g, &, sin® sind unverändert. Daher der Satz: 
Die sämmtlichen, mit den kleinsten zusammengesetzten Paaren ver- 


Iy—mx 


bundenen, Resultanten, welche eine gemeinschaftliche Richtung haben, bil- 
den einen Kreiscylinder, dessen Axe dureh den Centralpunet geht. 

Dieser Cylinder bleibt offenbar derselbe, wenn die Cosinus g, #, 
sin® sind entgegengesetzte Zeichen erhalten, also die Kräfte so gedacht 
werden, dafs die Richtung der Resultante sich in die entgegengesetzte ver- 
wandelt. Insbesondere liegen in diesem Cylinder auch die vier einander 
parallelen Resultanten, welche die Ellipse und Hyperbel treffen, von denen 
aber jeder nur in dem einen, bei zweien von ihnen dem bei den bei- 
den andern entgegengesetzten, Sinne ein verschwindendes Kriüftepaar 
zukommt. 

Es seien a, db, e die Cosinus der Winkel, welche eine belielige 
feste Axe mit den Coordinaten bildet. Man setze: 








| 


11. 
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agt+bk-+c.sind®sind = 0, 
$. af +bt-+e.cos®sind — sinw, 
a sin.) sind + 5 cos) sind — c.cos# — cosw. 
Die Stellung des Systemes ist dann so, dafs die Mittelkraft senkrecht auf 
der festen Axe steht, während die beiden darauf senkrechten Richtungen, 
nach welchen die Kräfte zerlegt worden sind, mit der festen Axe die 
Winkel 37 — u und w einschlielsen. — Werden die Gleichungen (1.) der 
Reihe nach zuerst mit sin‘)sin®, cosWsind, —cos9, sodann mit f, £, 
cos® sind multiplicirt, und die Producte a-ldirt, so kommt: 
JS:-c+t.y+ 00sd sind.z = —og, 
Isinb sind. + cosıp sind.y—cosd.z = —rg. 
Die Resultante befindet sich in dem Durchschnitte dieser beiden Ebenen. 
Yermöge der Gleichungen (3.) ist: 
a = fsinw+ sin b sin®.cosw, 
5. b = tsinw-+ cos) sind. cosw, 
c= 


4. 


cos ® sin # sin w — cos 9 cos w. 
ks sei ferner: 
a’ = f cosw — sin‘) sind sinw, ea, eu" bb’ Lee =, 
b’—=t cosw—cos\) sin? sin w, b"—k, aa’+ bb" +ec"—=0, 
c' = cos®sind cosw+ cosdsinw, ec’ —=sindsind, aa’ HbU"Lec"—=0 
Werden aus den Winkeln ®, ı%‘, 6° die Grölsen g‘, 4‘, f’, t‘ entsprechend 
den bisherigen g, /, #, t gebildet, so kann man setzen: 

7. ad =g, b'—=h', c' —=sind' sind‘; a'—=f’, b'=t/, ce —=cosP’sind‘; 

8 a=—sinysind, d=cos/sind, c=—cos®‘. 

Aus den Gleichungen (8.) werden die Winkel \, 6° bestimmt, so dals 

nur noch ©’ veränderlich bleibt. Man erhält aus (4.): 
9. ax töoy+ez = —og'sinw—rK’ cosw, 
10. f.x-+t’.y+ cos®'’ sind‘.z = rk’sinw—gg' cosw. 

Der Gleichung (10.) wird aber, unabhängig von ©, durch die beiden fol- 
genden Genüge geleistet: 

sind)‘ c0s$’.x + cosıb‘ cosd“.y+ sind‘. z = — r sin) sinw —g cosı) cosw, 

— cos /.x + sin. y=rcos’cos5' sin w— 9 sin:p’ cosN’ cosw, 
welche sich in folgende umwandeln lassen: 
19. a(y-—gccosw) = b(x—resinw), 

b(z+gb cosw+ rasinw) = c(y--9. 008W). 
Diese Gleichungen stellen eine mit der festen Axe parallele Linie dar, 


. 
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welche von allen Resultanten getroffen wird, die das System in seinen 
sämmtlichen , mit den Bedingungen (3.) verträglichen Stellungen hat. 
Hieraus folgt der Satz: 

Werden die Kräfte des Systemes 'um eine beliebige auf der Re- 
sultante senkrechte Axe (ohne anderweitige Verrückung) gedacht; so 
schneiden alle zugehörigen Resultanten eine gewisse feste, der Drehungs- 
Axe parallele Gerade, 


Der Punct, in welchem diese Gerade die Ebene trifft, deren Gleichung: 
13. axt+by-tcez = 0, 
hat die Coordinaten: 

x = resinw, yz= 9ccosw, z = — gb cosWw—r@asinw. 
Daher bilden alle diese, von den Resultanten getroffenen Geraden, welche 
den verschiedenen Werthen von w, d.h. den verschiedenen Stellungen 
des Systemes gegen die feste Axe, bei unveränderlicher Richtung der 
Iiesultante, entsprechen, einen auf der Ebene (13.) senkrechten Cylinder, 
dessen elliptische Grundfläche, in dieser Ebene, durch folgende Gleichun- 


gen bestimmt ist: 
2 ‚2 
14. ax+by-tez = (0), tz = ce, 


Wenn man sich das vorgelegte System von Kräften in einer be- 
stimmten Stellung denkt, den Anfang der Coordinaten beliebig, und die 
Axe der x parallel mit der Mittelkraft wählt, hierauf die Kräfte nach den 
drei Axen zerlegt, so erhält man aus den allgemeinen Formeln, indem 
man V=0, = 0 setzt, folgende Gleichungen für die mit dem kleinsten 
Kräfte- Axen verbundene Resultante: 

15. z— pn" r' cosd®+r‘sin®, 
cosh (y—p“ +7) = sinf(e—p'—g"). 
Diese Gleichungen beziehen sich auf alle diejenigen Resultanten, welche 
entstehen,” wenn das System, in der vorausgesetzten Stellung gedacht, um 
die Axe der z gedreht wird. Diese Resultanten treffen also sämmtlich 
die gerade Linie, deren Gleichungen sind: 
16. z=pPH4r, yapi'r. 
Um den so bestimmten Punct in der Ebene x y zu finden, projicicre man 
die sämmtlichen Kräfte nebst ihren Angriffspuncten auf die Ebene xy, 
zerlege die Kräfte nach zwei Richtungen, bringe die beiden Summen 4 
und B paralleler Kräfte an ihren Schwerpuneten A und B an, lege durch 


I 
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den Durchschnitt D der beiden Richtungen von 4 und B die Resultante; 
und dureh die Puncte 4, B, D einen Kreis, welcher von der Resultante 
in © zum zweitenmale geschnitten wird; so ist C der gesuchte Mittelpunct 
der in der Ebene xy gedachten Kräfte. 

Projieirt man gleichfalls die Kräfte des Systemes auf die Ebene 
xz, so erhält man einen zweiten Mittelpunct, dessen Coordinaten sind: 

17. z = pr, z = pr. 

Nun habe man ein Seilpolygon, an beiden Enden befestigt, auf welches 
Kräfte von gegebenen Richtungen und Intensitäten wirken; es sei der 
eine Endpunet Anfang der Coordinaten, die Axe der x parallel der Mit- 
teikraft, und die Kräfte nach den Axen zerlegt, so ist: 
p=2ZPosu =1, yo=2ZPceosß= 0, r = ZPooy = 0, 
p = IS Px cosa, 9“ = ZPy cos ß, r'' = 3Pz cos Yy. 
Nach dem Princip der virtuellen Geschwindigkeiten mufs, für das Gleich- 
sewicht des Polygons, die Summe 

ZP(x cosua+ycosß+zcosy) = p’+y"4r'" 
ein Maximum sein. 

Wenn die Kräfte des Seilpolygons alle einer Ebene parallel gege- 
ben sind, so nehme man diese zur Ebene xy, alsdann ist cosy—=0, 
cosy'=0, u.s.f, mithin -'”=0. Die Bedingung des Gleichgewichts 
bei einem solchen Polygone, ist also nur die, dals der Abstand p»’ +9” 
möglichst grols, oder der Mittelpunct der (auf die Ebene xy projicirten) 
Kräfte in der Richtung der Resultante möglichst weit vorgeschoben sei. 
Dieser Satz war, meines Wissens, bisher nur für den Schwerpunct paral- 
leler Krüfte bekannt. 

Im allgemeinen Falle lälst sich der Abstand p’ +9” + r’‘ auf ver- 
schiedene Arten construiren, von welchen ich nur die folgende angeben 
will. Man projieire das Seilpolygon, in irgend einer Stellung gedacht, 
auf die Ebene xy und xz, so giebt jede der Projectionen einen Mittel- 
punct der Krülte. 

An jedem dieser beiden Mittelpuncte denke man sich die Mittel- 
kraft in ihrem Sinne angebracht, zugleich aber an dem Centralpuncte des 
Systems dieselbe Kraft im entgegengesetzten Sinne, so wird der Abstand 
des Schwerpunctes dieser drei parallelen Kräfte von der auf der Mittel- 
kraft senkrechten Ebene (yz) gleich p +9" +p’ + r'—p'=p'+g"+r‘ 
ein Maximum sein, wenn das Gleichgewicht in dem Seilpolygone besteht. 
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21. 


Summenreehnune für Reihen, die durch zusammen- 
fun) ’ 
gesetzte Funetionen erzeugt werden. 


(Von dem Herrn Prof. Oettinger zu Heidelberg.) 


( Fortsetzung von No. 6. und 14. Band XT., No. 24. Band XII., No. 22., 23. und 24, Band XI. 
No. 18. und 23. Band. XIV. und ‘No. 17. Band. XV.) 





$. 116. 


Bei weitem leichter und bequemer lassen sich Reiben summiren, deren 
Glieder aus Facultüten und Exponential- Gröfsen zusammengesetzt sind. 
Legen wir zuerst eine solche Reihe zum Grunde, deren “lieder mit positi- 
ven Zeichen versehen sind, und wollen wir den zugehörigen Summen- 
Ausdruck finden, so haben wir in (473.) X = xz?!4* und Y=«“ zu setzen. 
Dann gewinnen wir: 

ar Ir, art (et a)? Ir art (a Iaw)P Ara... + (c+nae) a“ 
— (2x -+(n+1)aa@)P at art tdar _ (en +1)aaw)PIar amartetDar ,,, 

kabe [x? | ax nm a“ BE ac? | Ax AT axrrtıx + A’ariSr a art? _ Fr A: 

Um den Summen-Ausdruck selbst darstellen zu können, sind uns die 
positiven Unterschiede der Facultäten und die negativen der Exponential- 
grölsen nöthig. Letztere sind, wie sie hier nöthig werden, schon $. 111. 
mitgetheilt worden. Die erstern, die noch nöthig sind, ergeben sich aus 
(147.), wenn dort statt y die erforderlichen Functionen eingeführt wer- 


den. Wir erhalten: 
(da (2 -FHin+1)aw)P!2* 
(ac +(n+1)aw)Pi®* 


ale +(n+1)ae)?°* 
Ka +aH+t)ar)P!* 


p-ax(e +2 +2)ar)P 13%, 
pp—1)lar) (ae +(r +3) ar), 
PP—NP—MKar)’(c+n +Mam)P 1°, 
P+.(p—3) (ar) (ek ln + 5)JaRr), 


Nm 


510. } und 
a „PIar — p.sxz(e + am)Piiae, 
agri — pp N (ax) (ae +2 am), 


vr er p—V)Pp—Ylar) (ar 3a) iar, 


a: —— 


U E WEN - 
A'gfP! 


l 


A; \Ar A 
Pe (p—I)lar) (ar tan) DENN 





(1. sw. 
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Führen wir nun die in der vorstehenden Summengleichung angezeigten 


Werthe ein, so erhalten wir: 


51 l. x’ | ax 7 m (ace-+-30)P [ Ax a’trdx + nr En (z-+nax)? I dx artrax 
_ (tar +Nar plax, etinaDas pl 08). 
im = 
(ent 2)Aa2)P' Iax te r2axr__ (ea)?! ax „xtAr 
—pLAX / (aAr— 1)? 
N any Er n+3)a2)P 10°, te „1 9AnyP?1r, „r2Ax 
m Par " (a\— 1): 


(cn +3)a2y PP IR, „Hntar__ (nZanP 318, rt 
O\/ 3\ 
NER PREHNR (a5*—1j% 














Berücksichtigt man auch hier, dafs das letzte Glied der Summenreihe 
nicht mit dem ersten Gliede im Summen- Ausdrucke übereinstimmt, so 
kann man, um die Übereinstimmung beider herbeizuführen, auf beiden 
Seiten des Gleichheitszeichens (ce +(r +1)ax)"!°*. a*t"+D°e zuzühlen. 
Verbindet man nun dieses Glied mit dem ersten der Summenreihe, so 


gewinnt man: 
plAr _x+{n+1)Ax 
a a on — + (ce + (na +1)ax)P Ar, arttnan 
_ et HtDaapler. reden 
ax_—1 
Führt man nun diesen Werth ale und setzt nach der Einführung in der 


ganzen Reihe z statt 2-+-1, so zieht man hieraus Folgendes: 
512. zPIAx, a" (ct sm)PIar, art? L.... +(x + naxp!d*, 


— —— Kxc-tnar)P!*, ar+Ax__ „plAx] 
adXr— 


ET UcHn+ a2 year — (et 








axtıdx 





(p—1) (Ax)2.ax+24x RER 
TE eat) 02180 — (+ a2} 





I— —2) ( x+3& 
ui rn ET eat) ar (tan 





Das allgemeine Gesetz, welches dieser Reihe zum Grunde liegt, lälst sich 


seiner Einfachheit wegen leicht erkennen, 





+ 
Fe 
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Um die Darstellung des Summen - Ausdruckes für zusammengesetzte 
Reihen gleicher Art, deren Glieder mit abwechselnden Zeichen verbunden 
sind, zu gewinnen, gehen wir von der Gleichung (477.) aus, und setzen, 
X, x’!%* und Y,=.* Dann wird: 


Br 


afpIAx, 0X — (ct Aa)P | Ar, artdr L (2 2aw)P a8, arrrOX —_,,.. Hat max)? !r,art”3 


= +[(e +2 + 1)a@)P !ar et artrtVar _ Acta )ar)P ar late tar... 
par AgR agPIAr I grtarL Argplar 3 ort...) 








Zur Darstellung des vorstehenden Summen- Ausdruckes sind uns die po- 
sitiren Unterschiede der Facultäten, wie sie im vorhergehenden $. (512. 
und die negativen Aufstufungen der Exponential-Gröfsen, wie sie $. 112. 
gegeben wurden, nöthig. Führen wir diese ein, so entsteht: 


513. ar! a — (cH+ax)P! X, artdx 4 (2422)? 1X, aXrt?ar —, „+ (aetnaa)P dr, atnS‘ 


(x + (n ı 1) A acyP ] Ax { arrtDar ı „Pp | Dr 13 

















=+H 

ad“ +1 

wos (c+(n +2) 4 2)P" | ax art tar ı (e--AyP=! | Ax artax 

» p (1-+-a%*)? 

+ p(p—1)(a x)° (dan 3) aa)P2 tr tar dan P Ar, tar 

+p | rt 

Be 4)Aa)P” | Ar tretdAr (x--3A0)P 1Ax „xt 

—1)p—- Ya. Etet + en 

FPP—V)P—2)(ax) Zu | 

U. S. WW. 


Das letzte Glied in der Reihe stimmt der Form nach mit den ersten 
Gliedern des Summen-Ausdruckes nicht überein. :Um auch hier, wie in 
den früheren Fällen, Übereinstimmung herbei zu führen, ist auf beiden 
Seiten des Gleichheitszeichens (x -+(z + 1)az)?!2*. a*t""+Var hei einer 
ungeraden Glieder- Anzahl ab, bei einer geraden aber zuzuzählen, Ge- 
sehiebt ‚dies, so ‚wird das Abzühlen zu dem ersten Gliede, das in diesem 
Kalle: positiv; ,ist,.zu Folgendem: m | 





fi; "7,7. PpIAx ‚x +n+)Ax " 
(e+m+N)a8) Ba. — (2 +(n + 1)a@)P arte» 


1-+ a%* 
22 (x 2% (n-+ 1yA a)? 1x 2 art 24x 
Yu 1+ a@* b) 


das Zuzählen aber zu dem ersten, das negativ ist, zu 





42 * 








[3 ‘ . . ” 
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Pr 1\ a \p | ax x+(n4 TAT 
— (a --(n+ J ne a +(c-+(n + I)Aax)ypı!2x, art tl)ax 


—. (e--(n+- Ian)? 1A°, „tot! 
1-- a°* 
führen. Trennt man nun die Reihen von. ungerader und. gerader Glieder- 
Anzahl von einander, und setzt dann statt 2-+1, der einfachen Darstel- 
lung wegen, so führt eine Reihe von ungerader Glieder- Anzahl zu fol- 











gendem Summen - Ausdrucke: 
514. zPlar u (+42)? IAX, gx+ax .. vn + (e-Hnax)P |dx gr 
rc 
= + m [(@-Hraayptar, atummar 4 gplar] 


axtA 


ET tat Daa)rtar ar — (at aayrttäe] 





a p\i . er ehe — [((e+(2a + 2)ar)P? 188, @ nAx — (c+240)P=? 188] 





(1-+a&*) Ve 
(p—1)(7 2) (Asc) 3 x+3Ax k e. 
re Eee — [a4 ar)? AR, are — (sep Ne] 
uU, 5. W. 


Für eine Reihe von gerader Glieder- Anzahl gewinnt man: 
915. ara, ur — (a tan)PIar,artar 0 (ana)? Ar armer 


u: [at nan)P ax atntna= _ zptax] 


Al 1-+a°* 


En  MeHa+ Mar) 128.0"0° 4 (wtaa)r1ar] 
p(p—1)(ar)?. art? [ 5) pP—2]Ax: „rAx_k 19 n-2]&Ax 
+ (14 aA*)3 -Kac+( 2-2 JA) .Q + (z-+?4x) ] 


(Ar artr+r3Ax 


p(p—1)\(p—?) ALT R f IN p—3 | Ax nAx f p=3 | Ax 
ar (1 a4*)* (x +(2+3)a&) .Q +(c+ 348) ] 














$. 118. 
Es lassen sich für die zusammengesetzte Reihen der vorliegenden 
Art, deren Glieder mit abwechselnden Zeichen verbunden sind, noch an- 
dere Summen- Ausdrücke finden, wenn man von der Gleichung , (479.) 


ausgeht. Setzt man nämlich X, = xz?'** und Y=«*, so gewinnt man: 


516. ar! a— (z-Hax)P Or, arte 4 (2 2aw)P Ir, art, „+ (afnaa)P IaX gern 
—+ [(Xe-+nax)P |Ax c l gettn+1)Ax A (x 2n (n—1) Aac)P |Ax ee art"tDAx + rad 
+ (a — am)? 1a Aa alla) I Rah. ' 





21. Oettinger, Summenrechn. f. Reih., d. durch zusammenges. Funct. erzeugt werd. 321] 


Die positiven Unterschiede der Facultäten, die uns zur Darstellung der 
Summen - Ausdrücke nöthig werden, sind nach $; 30. No. 147. folgende: 
(. A (e--(n— 1) 2)" 12x a p.sx (a nAan)P—ı1ax, 
e+(n—Naxy!r— pp— Var) (v+naa)Pı?!a, 

sHdla tr —3)arPIR ep p—I)p—2M)Aar)(a na) 2, 





u. 8 W., 

317, 4 
a (v—2ax)Plar — m. (ae — An)p-ilar, 
(Ian! = plp—Naw) (m — am) iar, 
a(a—Hazyp ar —— pp —V)(p—2 (An) (0 — amp 31ax, 
u. 5. W. 


Die negativen Aufstufungen der Exponentialgröfsen, die uns ferner nöthig 
werden, sind schon oben $. 113. mitgetheilt. Die Einführung dieser Werthe 
in die Gleichung (516.) führt zu folgendem Resultate bei einer Reihe von 


ungerader Glieder - Anzahl: 
d y A: [ ' 4.9 e , Ant 
518.1 ar Ir ar — (at ae) rat (ae 2x) Pax ar Par, +(ve-HnaR)?! 


\x vn Aa 


.Q 





a* 
Laie a 6 I plAx (n+1)Ax / N A. 
— we --ıanz) .Q + (2 — ax)’ ei 


i+ a‘ 


P. a je A ar 4 1 h Pr \ 7 ’ 
t7 Ladr)s [Kae +n aa) artnar (m april Ar] 

p(p e 1) a“ .(A a Aaakai 4 A 2 u 
» (-+ad2): le +naa@yP1a®, artmar L (2 a)Piar 


+ p(P; N: (Aw), Kaetnran)P'ar,artDar I (g—an)P31ar], 











Kür eine Reihe von gerader Glieder- Anzahl aber entsteht folgende Gleichung: 


319, SP m. — (tax arte Lena ge)PIax „grtnax 


X 
= 5 Ka + na@)Plar. at _ (2 an)Pl2r] 














. 1-+a 
p.a*.Ax Ar m A ) 
— (hass (+ nA)? 1[Ax „Intl)ax__ (e — Ageyp-11axı 
p(p-UÜ.a*r.(aa)? 2 Rn 2 
Ha (1+aA%): 2 (at rawPar,a Fax (2 — aar)P?1 Ar] 
— 1)(p— 2). a*. (aa)? 
er a Su (x Fr aa)P 10x tar Sg N g)P=31Ar] 
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$. 119, 

Will man nun von den, in $$. 116 — 118. gefundenen Formeln 
Anwendungen machen, so hat man x und Ax so anzunehmen, dafs sie 
die kürzesten Ausdrücke erzeugen. Setzt man nun in (512.) x = 0, 
ac=1, und statt > allmählig die Werthe 1, 2, 3, ....., so zieht man 


hieraus folgende Darstellungen: 
n.a”+! 


1.a+2.02+3.0° +....tn.a” == rn - me. 
1.2.a+2.3.0?+3.4.0’+....+n(n-+1)a” 
n(n a”+! 2.a 
Rh u) [(r +1) a” 114 5 


er a—tl An 1)? Te" 
.3.a+2.3.4.0a° 3.4.5.0 +....+n(n+1)(n-+}+2) a” 


atmet . 3. nn [(r+1)(a+2)a"—1.2] 
3:2; 3.2.1.0? 
520. +27 N 14 ee), 


1.2.3.4.a+2.3.4.5.a°-+.. .tn(a+1)(a+2)(n-t3)a 
nnt1)(n+2) (n-+3)a art ur a In) (n-F2)(n+3)a® —1.2.3] 





—1), 





























a—1 (a—1)? 
d 4.3.2.0 
+ ++ 2.1 at) —3] 
4.3.2.1.a* 
. ar—1), 
+ (a—1)? ( ) 





(u. 8 w 
)ie Gleichungen (514.) und (515.) des $. 117. führen zu folgenden Re- 
sultaten, wenn man z=—=(, arl1 setzt, und berücksichtigt, dafs dann 


das erste Glied verschwinden wird und die. Zeichen wechseln müssen, 
wenn. das erste mit dem positiven Zeichen anfangen soll, und zwar für 


Reihen von einer ungeraden Glieder- Anzahl: 
"+1 
.- 1), 


'1.0—2.°+3.0°—... tr. = gu +77, + 
1.2.2 — 2.3.0 +3.4.0°— ....+nr(n-+1)a” | 
n(n +1)a”t! 2.a Bar: I 21.a? . ' 
Tr la + Da +1] ar +), 
521. 71.2.3.0—2.3.4.0 +... +r(n + 1)(r -+-2)e” 


mi he Free [a +1) +2)a”+1.2] 


ei [en +2 2)a” ++ ne +, 














En 


u S. We 

















23. 
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Für Reihen von gerader Glieder - Anzahl erhält man: 








[ c% 2 y De in Wu BB a a SR 
1.2 —7.a 3.0 o... n.a = BR dry“ 1), 
1.2.0 —2.3.0°+3.4.0°—...—n(n+1)0o” 

BE r(n+1)a”t! 2. rn 2.0 Ba 
na aa 1-+a —- arylRrle —1]+ Ar 1), 


922, 1 1.2.3.0 —2.3.4.0°+3.4.5.0°—...—n(n+1)(n +?)e” 
na +1) (n +2) art! 3.a ' | 
= — ita + ame dar —1.2] 


3.2.a? 3.2.1.0? 
Ad-fay; 1)a 2] (1 | a)? (Q 1), 











U. Ss. W. 
Die einfachsten Darstellungen der Summen- Ausdrücke für zusammenge- 


setzte Reihen der vorliegenden Art erhalten wir, wenn wir in den Glei- 
chungen (518.) und (519.) e=1, ax=1 und n—I1 statt 2 setzen; denn 
alsdann verschwinden alle Glieder der zweiten Scheitelreihe, mit Ausnahme 


des Falles, wenn in dem Ausdrucke 
ah 


m=p wird. Hiernach geht nämlich der vorliegende Ausdruck in die 


Form g"!°* über, und es ist 
Pr =, 


Für Reihen von ungerader Glieder- Anzahl erhalten wir dann folgende 


Darstellungen : 


1.2.—2.0° a re a 
l..o— 2.” +3.0’—...+n.e" = 0 (tat TETIEE 
1.2.0 — 2.3.0 +3.4.0—....+n(n-+1)e” 

N ee 
. ( l+ua tamtaa)tma 


1.2.3.0. — 2.3.4.0 +3.4.5.0°—...+n(a+1)(r +2)” 
3.2.1.a 


J 

| n(n+1)(n+2) 3.n(n+1) 3.2.n DE 
— +1 m ———— —_—— 
won, | i+a | (1+a)* | (14a)? | rap) | (1+a)* ’ 


1.2.3.4. —2.3.4.5.0+....+nr(r +1)(r +2) (r + 3)e” 
— gt EI EAN BEREIT, 2) 























+0 (I+a)? d+a) " (ita)‘  (1ta)‘ 
4.3.2.1.a 
+ (1+a)° , 


u. Ss w 
Für Reihen von gerader Glieder- Anzahl gewinnen wir folgende Darstel- 


lungen: 
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2. A dee —n,.0"—= — a”? (H- 15 (1 Fa7) _ a 
1.2.0 — 2.3.0 +3.4.0°—....—n(n+1)0” | u 


— _ ZH [ala tl) 2ın 1.2, 1.2.0 
ur: (Tr: Hat) trn 


(I-+ a)? ? 

1.2.3.2. —2.3.4.0°+3.4.5.°—....—n(n+1)(n+2%)er 

a ie n(n+1)(n+2) , 3.n(n+1) 3.2.n 2.3 3.2.1.a 
[rt tt 
1.2.3.4.2 —2.3.4.5.0°4-3.4.5.6.0° — ....—n(n+1)/{n+2)(2n +3)" 
Zu n(n+1)(n+2)(n+3) 4.n(n+1)/n+?2) _43.n(n+1) 4.3.2.1 4.3.2.1 
Heer + ta ten) 

















gr 
> 
n$ 
. 

,% 














u. S. W. 


rn 


$. 120. 

\Wir wenden uns nun zur Summirung solcher Reihen, deren Grund- 
olieder die Kreisfunctionen sind, welche mit den Potenzen oder Facultä- 
ten als Vorzablen verbunden erscheinen. Wie früher, so auch betrachten 
wir bier zuerst solche Reihen, deren Glieder mit einerlei Zeichen, danu 
solche, deren Glieder mit abwechselnden Gliedern versehen sind. Zuerst 
untersuchen wir die Summe der Sinusreihen. 

Gehen wir von der Gleichung (473.) aus, so erhalten wir, wenn 
X=x’ und Y=sinx gesetzt wird, Nachstehendes: 
since t+ (a +sR PP sin(e a2) ta rar /Psin(e + Nar).... 
..t+(ctnısr) sio(e+-nar) 
— (c+H{n-+1)s0)’ a" sin(ac+ (2 F1)30) — ala tr +1)ar)P a" sinkc+r + 2)ar)-+.... 
— a’ a since +aara”sin(c-+ar) — a’ ara" sin(e+2a8).... 
Zur Darstellung des vorliegenden Summen-Ausdruckes werden uns die 
positiven Unterschiede der Potenzialgröfsen und die negativen der Sinus- 
functionen nöthig. Die erstern deuten wir nur an, und berufen uns ihrer 
entwickelten Darstelluog wegen auf $. 114. Die negativen Unterschiede der 
Funectionen des Sinus sind nach No. 206. folgende: 








oh cos[c-+ (r+3)&.x] 
A 'sinf@ +(n+1)a] — HM "eayen . 
FE / . sin[e+(r+Nar] 
sinkt + dar = tler, 
/ cosfa tin +3)awl 








929: \ 6” sin[e + (2+3)ax] + 23 (sin 4Aw)? ’ 


sin[r—+ (n+2)&x] 
„sl 


| 





s "sin[e+(2 +4] 


2 (sinzAar)* ’ 































. - ı2 e 
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cos (2 —34Ar) 
2sinzAx 





a"!sinx = — . 


sin. x 
2? (sin3Ax)? , 


523. \ a sin (2-4 ?ax) = EI um 52 


2? (sin$Ax)? 


a sin(= +34) vn + sin(ce-+-4Ax) 


2% (sin 4Ax)*? 





A"sin(e +2) = — 








Die richtige Substitution dieser Werthe in die vorstehende Gleichung führt 
zu folgender Darstellung: 


526. since tx HIV sine +48) +... Ha F4nar)Vsin(e+nar) 
[a + (n +1) a@]". cos[e +(n +3) Ax] — ar. cos (r— Kar) 
m. 2sinzAx 
Alec + (n +1) AR]. sinfe + (nm +1) A] ARr. sine 
+ 2? (sinzAx)*? 
E* 32 [c+(n-H1)Ar]”.cos[c+(n + 3)Ax) — A? ar.cos(c +%Ar) 
2? (sinzAx)? 


472 [e-+(n+1)ax@]”. sin [e + (n-+2) a0] — A? arısin (e +8) 


De ta FE: \4 
2* (sinzAx) 





— 











2 ” . 5 . “ . - e . “ - . - “ “ “ . 


Legen wir die Gleichung (477.) zum Grunde und setzen dort X,=x", 
Y=sinx, so erhalten wir folgende allgemeine formelle Darstellung : 


sine — (cr Ar Psin(a tar) ++ rw) sin(e +28)... 
ta t+nae)Psin(e + n88) 
= +[(x+{n+1)ar)P "sin (e+(n+1)a2) — AcH+Hn+1)se)PÖ sin [et 1)aR) te] 
+ a? S "sine — a (+20)? Ssin (ac a0) + 4° (a 2ae)? "sin (a + 2380) — one 
Die negativen Aufstufungen, die uns neben den positiven Unterschieden 


nöthig werden, um den verlangten Summen - Ausdruck darstellen zu kön- 
nen, sind nach No. 90.: 





"sin[e-+(r + 1)a2] = net ee HAFL 


2c0553Ax 





e"sin[e-+ (rn + Dax] = nn ne 


2? (coszAx)* 


= sin[@ + a +3)s2] = Pletetdael, 


23 (cosZ An)? 


327. 





Crelle's Journal d. M. Bd.XV. Hit 4. 43 
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sin (2 —34Ax) 





ce! sinz 
C"sin(e +42) 
=" sin(e+24r) 


üinführung der angezeigten Werthe in die oben angegebene Gleichung, 


Ax ? 


2.c0s3 
sin 
92 (cos4Ax)? ? 
sin (c+34x) 
3 (coslAx)? ° 





527. 


Die 
giebt folgende Reihe mit ihrem Summen - Ausdrucke: 

ar sin PT REN REEL EEE x sin(X+242)—....t(acH+nax)”sin(c-+nAar) 

(n—-1) Acc]? 'sin[« >+- ui 3 Ahndnn B Fosancn (2 —3Ar) 
2 cos ıAx 
[cn +1)axr] sin [e+(r +1)ax] +A0” sine 
2? (coszAx)*? 
„2° [e+ (rn -H1)Aa@]”sin[fe +(n+3)a2] + Aa’ sin(e+3A8) 
2? (cos3Ax)?’ 

zAre tiere x) sinfe+(n+9Y)ax] +43 a” sin (a +Ax) 


24 («053Ax)* 


928. 


N... - 














Legen wir endlich die Gleichung (479.) zum Grunde, und setzen 
auch hier X, = x’ und Y=sinz, so entsteht: 
sine —(c+ı2P sin(e +42) +.... za +nrarrPsino(et+nar) = 
+ffz+nrsx) "sin[e +2 +1)a2]+4[e + rar] "sin[e +r+1)ar]+...- ] 
+ (z— a2) "sine +4(2 — 20)" sine +a(2—3a2Pl "sine. 
Die negativen Aufstufungen, die uns zur entwickelten Darstellung des vor- 
liegenden Summen-Ausdruckes führen, sind nach No. 90. folgende: 





sine +(a+1)aa] = Peter, 
Ösin[e +(r + 1)ar] 





= sinz 





°® “ 5 5 


Fsin[e+(r+1)az2] = 


az m 





EN 
sin —_ sin(2—34Ax) 
2cosiax ? 


sin (2 —&Ax) 
= (cos}A«)*? 
sin (c—3$4Ar) 
23 (cos 1Ax)?? 








2 cos ZAX 
sin(ae-+nA&) 
2° (cos}Ax)*’ 
sin[c+(n — 3)4x] 
23(cosiAx)’ ? 
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Die Einführung dieser Werthe am angezeigten Orte führt zu folgender 
Darstellung des Summen -Ausdruckes für eine zusammengesetzte Sinus- 
reihe mit ihrem Summen- Ausdrucke: 

30. sine — (re -+s2)/sin(e+ar)+... ta +nae/Psin(c -+nsr) 


je ei „ (ehrarPsinfethn+3)Aelt(e—an) sin(@— za) 
Fe 2cos3Ax 





Ale -+(n—1)Ax]” sin (a +nAr)t Alm —2Am)” sin (er — A) 

2° (0044A.%)° 
4? [4 (n—2)Ax]” sin [e-+ (rn —3)Aax] +8? (= — Zar)" sin(e— 4A) 
“ 23 (cosZ An)? e 
4 43x + (n— 3)Aar]”sin[e+(n —1)ax] +4? (a — Aw)" sin(r — 2A) 


as 28 (nat 4 
24 (c083AX) 





. 











Andere Darstellungen für die in dem vorstehenden $. mitgetheilten Sum- 
mengleichungen, sollen unten $. 142. No. 616 — 618. gegeben werden. 
&. 121. 

Sehr leicht gewinnen wir Reihen, deren Glieder aus den Funetionen 
des Sinus und den Facultäten zusammengesetzt sind, wenn wir die Glei- 
chungen (473.), (477.) und (479.) zu Grunde legen. Die Gleichung (473.) 
führt uns, wenn X, = a?!” und Y=sin® gesetzt wird, zu folgender for- 
mellen Gleichung: 

a sin (ct An IR sin (a tan)... (at nAanyP Ir sin (ana) 
= [+ (nH1)aac]? | *a7 sin [e+-(n+1)a 0] — A [ce (an +1)a0]? | 2° aT° sin [e-+(r+2)ax]-+.... 
— „Par sinc haar sin (aA) — a2 aa Psin (et+-232)+.... 
Die positiven Unterschiede der Facultäten, deren Darstellung der vorlie- 
gende Summen -Ausdruck erheischt, sind schon oben No. 510. $. 116., und 
die negativen Unterschiede des Sinus No. 525. $.120. mitgetheilt. Ihre 
Einführung erzeugt folgende Reihe mit ihrem Summen - Ausdrucke: 


931. ar IA sin + (at an)?! sin (+0)... + (atnaR)? Or sin (ana) 
RR: [c+/n+1)axr]? 1Ax cos [a-+(n+3)a0] — „P!2* cos (= —IAr) i 
en 2 sinzAax 
iz 5) p-1]Ax_: \ p—1|Ax 
|r-+-(n--2)Ar] sin [e+{n+1)Ar] — (x-+Ax) sin x 
2? (sin3Ax)®? 
BEN PORT [c+/n+3)a2]”” IAX sin [sc+n-43 ax] — (2+24x)P” Ar sin (e-+-1Ar) 
pip „ 9° (sin3an)3 | 


\3 [c+(n-+4)80]” IAx sin [r+r+Dax] — (c-+34r0)P* IAXr sin (c--Ax) 
j 2? (sin2Ax)* bij 











_- p3% 











— p(p—1)(p—2) (Aa 
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Die Gleichung (477.) führt zu folgender formellen Darstellung für eine 
Reihe mit abwechselnden Zeichen, wern X=z7!’* und Y=sinx ge- 
setzt wird: 
"sine — (te)? 2° sin (a+ar)t + (ana)? RR sin (z--n4x) 
As] — ara Na] S "sinfctHatlarlt... J 
A sin — Aa Ar AP sin (aan) a? ar Ar 03 sin (c+24x) 4...» 
Die ne Aalith gen, deren Darstellung der vorliegende Summen- 
Ausdruck erheischt, sind schon im vorhergehenden $. No. 527. angege- 
ben worden. Benutzen wir sie, so entsteht: 


532, ar! sine — (a+aR)P sin (etae)+....t(at+nae)P Ar sin (aetnae) 
ri [c+ (n-+1) )Aar]” IAX sin BON ea 
. 2 coszAx 
[c+' n+2)a0y" IX sin [e-+-(n-+1)a2] — (ats2yPt I. sine 
2? (cosz3Ax)*? 
xy Fe+(n+3)a2]P 1 °* sin [cn +34] — (a +2ae)P° Ax in (34x) 
23 (c0szAx)? 


\ 3]Ax _» f 9 p—3 | Ax_» r 
a , [e-+(n +4) a0]? sin [e+(n+2)Aax] — (c+3Ax) sin (n-tAxr} 
FPP—r—2 ar) 2*(cosz3Ax)* 











tp(p—1)(a 





Die Gleichung (479.) führt zu folgendem Resultate, wenn X = zP!°* und 
Y=sinx gesetzt wird: | 
ar! — (ers sin a tan) t... te +raeP!rsin(ae na) 
= +[(a+na@)P ar sinfetr+t1)ae] + AsSin[a +2 —1)ar]P Ar sinlact(2+1)ae]— .] 
+ (2x — ax)! "sine + (ae —2aeP Ir ÖPsincH.... 
Die negativen Aufstufungen, die in die vorstehende Gleichung einzuführen 
sind, wurden No. 529. $. 120. angegeben. Wir ziehen aus der vorstehen- 
den Gleichung, bei gehöriger Substitution: 
533. ar sine — (a+a@)P sin (ats)... tete) sin(a+nae) 
„ (etn&r) Pan sin rt (at pae) Ele AryPI°* sin (x— Fax) 
T 2c0szAx 
(en jP@" 188 in (ac-+-nAn) + (e— AP 
2? (cos3Ax)* 
ne ‚ (sc+nax ?” Far sin [x+{n— 3)3x] + (e— ax)” * sin (e—34x) 
+plp—1Xax) 23 (c0sz34x)? 
lan)’ (e+nAx)” ax in lc+H a —t)ar] Fr — 4er)?” II2r in (22x) 
2% (cos3Ax)* 





1108 in (e—Ax) 





+ psx 








tp(p—1p— 
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in den sämmtlichen Gleichungen dieses und des vorhergehenden $. gilt 
das positive Zeichen für eine ungerade, das negative aber für eine gerade 


Glieder- Anzahl: 


g. 122, 


Befolgen wir nun die nämliche Entwickelungsmethode, die wir in 
den beiden vorhergehenden $$. angewendet haben, für Reihen, deren 
Glieder aus den Functionen des Cosinus, und aus Potenzial-Grölsen oder 
Facultüten zusammengesetzt sind, so erhalten wir ähnliche Summen - Aus- 
drücke. Wir theilen den ausführlichen Entwickelungsgang nicht mit, son- 
dern setzen nur die Resultate her. Diese sind folgende: 


534. r.ecose + (ac H+sm).cos(e Far) +... tz -naw)P.cos(e-H-nax) 
en [c+(r+1)a2]”.sin[a + (n-H3)Ax]— aP.sin(e — Ha) 
"en 2sınzAax 
r‘ a[e+ (an +H1)ar].cos[e + +1) ax] — aa” .cos® 
2? (sinlAx)? 
BR [a +(n +1)1x]”.sin [+ (na +2)ax]— a? 2° .sin(e-4-1A%) 
23 (sinZ Aw)? 
Bi... [e+(r +1) 4x]”.cosfex + (n-+ 2) ar] — 43 a? .cos (e+43%) 


24 (sin3Aa)* 














für Cosinusreihen, deren Glieder mit abwechseinden Zeichen versehen sind: 


535. ar.cosc— (a tar) .cos(e a0) +... te tn) .cos(e +nax) 
= ‚erurN)aef. cos[x-+(n-H 5) Axc]— x”. cos(x—3 Ax) 


2c0s5Ax 





se te@rNaer. cos[e-+-(z +1) ax] — AxX”.cosx 
2? (cos53A.x)? 
+ N et@+Dse).e cos[e-+- (rn 2) Ax]—a: ol .cos(c-+-44ıx) 
23 (custAax)? 
le t@t1)aef. cos [a -+-(n +2) ax] — a? x” .cos(e +48) 


2* (c0s34x)* 











Ferner erhalten wir für Reihen von derselben Art: 
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336. arcose— (X +szN.co8 (CHAR) +... te +RawP.c0s(e nA) 
(en a)”. cos [e tr +3)a@] Ha — am)? .cos (x —4Ax) 
2cosiAx 


| Ale +(n—1)ax]".cos(e +nar) tale — 2a). cos(r— Ar) 


ae + 








2? (cos3Ax)* 
—_ A? [ac4+-{n—2 )Aar]”.cos [c-+1 (n—3) Ar] +4? (o—3Ar)P.cos (— 34 r) 
33 (cos Acc)? 
23 [c+(n—3)Aar]”. cos [en —1)ax] + 4° (a —4ar)P. cos (X — 2ar) 
2. 24 (c053 Ax)* 














c} & “ E ° ® . ’ . . . . “ ” “ » e » . . 


Unten $. 142. wird auf eine andere Darstellung für die in diesem $. mit- 
getheilte Summengleichung verwiesen werden. 


$. 123. 

Verbinden wir aber die Function des Cosinus mit Facultäten, so 

erhalten wir für den Summen- Ausdruck einer Reihe, deren Glieder mit 
„ara Zeichen versehen sind, folgende Darstellung: 

537. ar >Ncosc + (a tar) 2%, cos(e+48X) +... + lactnar)P 2%, cos(c+nar) 

p|AxX 


le+(n +1 An]?! er sin |. + (n+ r +3)ax]—x 


.sin (2 —3ZAr) 





f u 
2 sın rn, A 


Mae PD] 0 
Ic+(n +2)a&} Pro .cos|ac +1 n +1) el—(atar 1 08x 


| p \X _ —— —— -— —— — 
=> 2? (sio FA 327° 


- 




















‚fe+t(r+53)& eyPIAR sin [e+(n+ a)\ac] — (e+ any?! x sin(x +34ar) 
P\P 2 Bet he; 33 (sin 2Ax)3 
) [e+(r+Ft)a0] TR „cos [ac+(n+2) Ar] — (ao +32)” a .cos (ac+Ar) 
— al Susi yi; 2* (sin 3 Ax)* 


Für eine Reihe, deren Glieder mit abwechselnden Zeichen verbunden sind, 


erhalten wir: 














538. Yo — (a tsae)V' Neos(e tar) +... +(ae+nzae)P | °%,cos(e+nar) 
[+ (n+1)ar] "N cos[x+ +(n+3)ax] tx m . cos (x— Zar) 
u Dre 2costAx 
.. &, -{n+? N, cos[ + {rr er Te u scoO8 FL 
die 5 2? (c0s3Ax) 
Nm « euer Ar \ 
‚ Ic+(n+3)Ar] in .cos[e+(rn+ 3) Aa) + (c+2Aa@)P” | ".cos(c+3&r) 
-nin— -— sen 








- ) ) = \ a) 
Fü ou 23 (cosZAx)? 


[c+(n+4)4r PP? 1@* cos [c+Hn+2)ax] + (ac+3Aam)” 


ven 2? (coszAx)* 


—31! A: 
Ben cos(2+AK) 
2 f ae) 3 


+p(p—1 p=-4 gr 





[7 « . « . « ® . “ ° ‘ 
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ferner für eine Reihe von derselben Art: 
aplax, cos — (at am)? 1X, cos (ac +30) +... t(ae+rae)P 198, cos(ae+n8u 























539. 

+ (ct+nan)”'°*, cos [c+(n+3)Aax] + (a— ax)". cos (er — 34x) 
u 2005534x 
+ (c# na@yP 28, cos (atnar) + lo— aa) IN, eos (e—am) 
— p!x 9)2/ TE Tg in - 
2? (cosz Ar) 
2 1) (ax)? (ctnax)P”” |AXx, cos [+ (n— 3) a0] + (2— Ar) IAX, cosl(a -3&%) 
ur 23 (co8z3Ax)? 
(c+nax)P=" A, cos [c+n—1)ar] + ( c—AnyP IA, eos (e—2Ax) 

+tp(p—1)(p—2) (ax)? \ — ern Ka 
+p(p1) (PN (ar) 32 (cossam)a 


In den Gleichungen No. 535., 536., 538. und 539. gilt das positive Zei- 
chen für eine ungerade, das negative für eine gerade Glieder- Anzahl. 
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22. 
Memoire sur le caleul des variations des integrales 
multiples. 
(Par M. Ostrogradsi;y. ) 


Lu & l’Academie imperiale des sciences de St. Petersbourg le 24 Janvier 1834. 





(Extrait des Memoires de cette Academie, Serie Vi” T. IH.) 





Liapplication de la methode des variations aux fonctions qui ne renfer- 
ment que les integrales relatives a une seule variable ne laisse rien & de- 
sirer, ni du cöt@ de la simplieite, ni de celui de la generalit@. Mais il 
n’en est pas de möme dans le cas, oü il s’agirait de rechercher la varia- 
tion d’une int@grale multiple, prise par rapport aux variables diffErentes. 
Certaines «questions, relatives ü ce cas, semblent exiger plus de generalite 
que n’en comporte la methode des variations, telle que Lagyrange Va ex- 
posde. Ce qui pourrait faire croire, que les principes de ce grand Geo- 
metre n’ont pas et@ convenablement appliques, ou bien que les principes 
mömes ne sont pas toujours suffisants. 

C'est pour cela, peut-ötre, que Mr. Poisson, dans un memoire 
qu'il a lu le 10 Novembre 1831 ü l’Acad&mie des sciences de Paris, a 
cru devoir ajouter aux prineipes du calcul des variations, poses par Lu- 
grange, une espece de nouveau principe, qui consiste ä considerer les va- 
riables ind@pendantes de la question, comme fonctions d’autres variables 
accössoires. Ües dernieres disparaissent d’elles m&mes dans le cours du 
calcul; mais par leur consideration, dans le cas de deux variables ind&pen- 
dantes x et y, M. Poisson a &vit@ de supposer les variations Öx et Öy, 
la premiere independante de la quantit@ y, et la seconde independante de 
la quantit@ x: bypothese que tous les geometres, qui ont cherch£ la 
variation des differences partielles d’une fonction ü deux variables inde- 
pendentes, ont te, en quelque sorte, force de faire par la nature m&me 


de leurs calculs. 
Cependant la supposition dx ind&pendante de y et öy independante 
de x semble resulter des principes du calcul differentiel les plus simples 
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et les plus @lömentaires, et tant qu’on n’a pas prouve, que ces principes 
sont insuffisants, ou que l’application qu’on en avait fait est inexacte, il 
restera a decider, si l’on doit preferer les formules de M. Poisson pour 
la variation des differences partielles d’une fonction a deux variables A 
celles d’Euler et d’autres G&eometres relativement au m&me objet. A la 
verit&e, les dernieres sont un cas particulier des premieres; mais ce cas 
particulier est peut-&tre celui, qui doit toujours avoir lieu, 

Cette question, nous la decidons pour les formules de Mr. Poisson. 
Nous d@montrons, que les Geometres, qui ont trait@ le caleul des varia- 
tions des integrales doubles, y compris Euler lui m&me, n’ont pas conve- 


nablement diff@rentid avec la caractÖristique d les diff@rences partielles de 


la variable principale.. Mais on verra aussi, que lintroduction des varia- 


bles accessoires dans cette sorte de questions n’est point ne@cessaire, Le 
memoire de M. Poisson sur le calcul des variations sera toujours cite dans 
Ihistoire de Panalyse differentielle. C'est dans ce m@moire que l’on trouve, 
pour la premiere fois, la variation complete d’une integrale double. Elle 
y est d@duite de la consideration des variables accessoires. Mais on peut 
sen tenir aux prineipes de Pimmortel auteur de la Mecanique analytique, 
prineipes qui rdunissent toute la gen£ralit@ desiderable et la plus grande 
simplicite. 

Nous monfrerons d’abord, dans ce qui va suivre, en quoi consiste 
linexactitude &ehappee aux Geometres qui ont cherch@ la variation des 
diff£rences partielles d’une fonction ü deux variables, et nous indique- 
rons ensuite un moyen pour trouyer la variation d’une int@grale multiple 


quelconque. 
1. 
Designons par x une fonction de deux. variables ind@pendantes x 
= N. oe: o*? O?= 
. me, Zus, mm, mn 5 Een 


ainsi de suite; puis donnons aux quantites x, Y, 2; respectivement, les 
accroissemens simultanes Öx, ö'y, öz, que nous regarderons comme fonc- 


tions infiaiment petites et arbitraires de x et de y; par l’ellet de ces ac- 


croissements, les quantites =’, 2,, 2” .... deviendront, respectivement, 


z’töz, 2,+02,, #’ +02, ....5 proposons nous de ftrouver les varia- 


du 


tions 03‘, Ö2,, 02, .... 


Crelle’s Journal d. M. Bd.XV. Hit. 4. 44 
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12 


rn 
© 
Üx 


Consid@rons d’abord öz‘. Comme z’—= -—, on avait cru que pour 


avoir 0’ il fallait differentier ü lordinaire, selon d, la quantite = , ce qui 
x 
, a ‚ ıK) +) 
avait fourni un resultat inexact ds’ — 32:25. Pour decourvrir la 
x x 


source de l’erreur il n’y a qu’a remonter ü l’origine de la quantit& 7‘. Si 
l’on designe, pour un instant, a+dx, y+öy, z+0z, respectivement, 


par A, F, Z, on aura evidemment 
ee 02 ” | f 
a A Ze et Ö% ze — 2°; 
+ oÄ oX r 
N 0oZ 


les differentielles partielles z’ et zy sont prises, la premiere, en regardant 


comme constant y, et la seconde, en considerant F, c’est-A-dire Arphe 


t 2 





comme invariable; or, on avait cru, que les deux differences e 
. r ld \ A er \ b) 
devaient etre rapportees a la m&eme bypothese dy = 0, c’est en cela que 
l’on n’etait pas exacte. 
Remettons pour X, F, Z leurs valeurs Hör, y+öy, s+ob:. 
Nous aurons 


Bi a O(z+6öz) nel, o(z+9:)— :’I(c +6) 








Ö (et+dx) — r®, (= +6x) = 
les differentielles d(z+0dz) et d(x+ dx) sont prises en faisant oy+öy)=0. 
Or 
06 0Ö0z 








0 (z-+ Öz) == (+ )dr+ (+ ak2Z 
de +0) (1+ dr + ut 0 


0x oYy 
R 00 Ö 
re gerri )r; 


en substituant les valeurs ala de ö(z+0z) et de d(x-+dx) dans 
la derniere expression, de 0x’, nous aurons 


ng ol 2+(,+ TE_; u) dy 


0’ = m 


I 

















et en m&me temps 


0 ir + (142) r 





en eliminant Ox et dy, on trouve 
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ee ‚g0x _ + 2)- Er ‚00x u oöy 


der ox “da dx N 5 





———— 
| 














FRE: Oö Gdx Ody 3 
(+5 (+ )- döy dx 
ou bien, en ne tenant compte que des infiniments petits du premier ordre 
Ib 002 zıgI= _,„ 99x 
% 5... ae. ta 
. 1» Ba / 002 „' 00x 
Si Fon compare cette valeur de dz’ ü celle d’ — 32 —; 
x Ö 
on remarquera, qu'en rapportant la difference u a P’hypothese 


o(lc+öx) 
öy=0, au lieu de d(y-+öy)= 0, on supprime dans dr’ le terme 


nr 
C C . A * . . 
2, 3 qui est du m&öme ordre de grandeur qu Öz’, et qui, par les princi- 


pes du calcul differentiel, devait y &tre conserve. 


Supposons que la quantit Oy soit independante de x; nous aurons 
eöy 0öz OÖ: 
5, = td!=—_—: I, comme on le trouve par la differentia- 
e ic ur 9: ’ ' : 
tion ordinaire, selon d, de la quantitE —; or, il est facile de voir, que 


0x 
x Ö . ’ . . s . 
dans l’hypothese I 0, la differentiation ordinaire est permise, car, 


comme alors yHiy=lı+ z)er en faisant d(y-+öy)=0, on 





aura evidemment y=0; Be dans l’expression dz’— = a) —:' 
\ x 
. 14 . f6) Özx 
les deux differences partielles 3’ et E = - sont toutes deux relatives- ü 


une m&me hypothese öy = 0. 


Il est evident que 


| 00z ‚80x oöy 
= Be da. Bao. öcrtz/öyt 


On trouvera de la m@me manicere 
olöz—:dr—z,öy 
02, run 3, dx +3, oy-+ ey | 


Pour passer aux differences secondes, on remarquera que 


$z2' Be el +Ir) „u 
. air 


e(öz—rödöae—z, öy) 
0x 




















Su MEI TI ee  . 
el 177.7 77 ee TE 57 FB 
ui © z,+Öz,) 

Pre YHtoy) m. 


44 * 
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Done on trouvera les variations 03, Öz,‘, öz,, en changeant convenable- 


ment, dans les valeurs de Öz‘ et öz,, z en z’ou en z,.. On aura d’abord 
us 502, 6y) 


u“ 77 ri 9 (Ö 
Eur a + op 


— xt —n / N 
02,‘ a 2, 0 + 2: dy-+ o(dz’ — 2, dy) 


o(d2,— 2/00 —z,,0y) 








3 








oz’ = z’dc+z:,0y+ Fr , 
0(öz,—z'!ödx —z,,0y) 
02, = 7, 0x TI Zn öy + dr ? 


ensuite 
s—ıdx—z, 27 


2 (Ö 
db: — dc +3" oy-- ( ER 











n2 nt A DIE HR , 
2’ = z"'dcH+:,,dy+- = m | 20) , 
72 = 4 = ‚ 
02, ” 2, da + Sin dy + ne 2 E 
On trouvera avec la möme facilit@ les variations des differences su- 
perieures. 
2. 
Ce qui precede montre sufisemment comment par Tapplication im- 


mediate de la caractdristique Ö, aux differences partielles z/, z,, 3", .... 


on trouve les variations de ces differences. Mais il est preferable de cher- 
cher les variations dx’, dz,, Öz‘ .... par l’emploi des differences totales. 

En effet, pour considerer la chose d’une maniere generale, de- 
signons par u une fonction d’autant de quantites =, y, z.... que Pon 
veut, et supposons que la variable prineipale z ainsi que les quantites in- 
dependantes x, y, 3 .... regoivent simultanement les accroissements ou, 
Öx, öy, dx ...., que nous regarderons comme fonctions entirement ar- 


bitraires de toutes les variables independantes. 


2 2 D 
Pour trouver les variations (= =y (=), (=) 0... dues aux 


0x oYy 
accroissements Öu, dx, Öy, Ö& .... prenons l’@quation fondamentale 
du = elu, 


mettons y pour ddu sa valeur 
TR Hy rt. 








pour ou sa valeur 


r 


wa 9 +5y gt z+...: 


Ö x 
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ze 


puis developpons ddu = (wa +7 er y+t3 a s+ 2.) comme il suit 


- _.. „ou ou 0dx ei ody ou 00x )o 
au (Et I ara tr dt) 08 

















eu ou Odx ou see ou OÖz 
Her rd Fe Pa ....)0y 

du ou Oödx 3 5% Ou Oöz 
Hit + tea te )98 


et comparons les co&@lficients des arbitraires dx, Oy, öz .... Nous aurons 


sur le champ: 
ou __Odu Hu döz Au döy Hu Oö: 




















n N r a u N » E2 er eo...» 
ex ex 0x’ dx oy 0x 03 0x 
. e u ( Ö lt oO u 00x d U ody Ö lt 00x 
U» — 1 Fr .”7 u u u m ao 
oy ey 0x 0y oy oY 02 07 
ou odu ou odx ou Oödy ou 0dz 
pr u. —— EEE. EIER TEE m en a ee . r » 0 0» ®» 
Öz O2 0x 0z ey 6 si; dx 
® “ ” ” ® Eu ® ” ” ’ - [3 E * ’ . “ 9’ 


Il est facile de donner ü ces expressions la forme suivante: 


7 
ou OU Ol „ 
(du in ty 92 — an 














ou o°’u o:u 0?u ) vd 07 z 
u Be 0 ie 3 .... 
” 0x? u 1 ra Teer 0x 
N) a) e 
hd ey...) 
Du o*’u o®u oO? u ö( 0x a": dx 
a, = 7, ——0y ar 02% .... ; 
ie oy a dt oy* #77 Se tet Or 
ou o’u 5 0?u dr ni a ldu — dr 2 Hy demen) 
FF 97: ha 09:77: Fon dr. vr Tal a 32 
Donc, en faisant pour abreger 
Sum Lin a y+ Se; Re 1 
„ou d* u u 
.,» Ö ... 
% dx: ur he +: Er 
du 0° ı . us 9°? u oD%, 
0m dx .... u 
0 a dr r5,2 YT 3, dr d2+ T5 


LE ui. #4 u O°’u 5, 
trat te 
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Observons que les termes ind&ependants de Du, dans les formules 
pr&cedentes, reviennent aux differentielles ordinaires des quantites w, 
ou Ou du .ı1/.7 . 

Dur I’ de considerees comme fonctions de x, Yy& .... ef en sup- 
posant que les accroissements de x, Yy, 3 .... soient dx, Öy, öz .... si 
donc, nous designons par la caracteristique A la differentielle d’une fonc- 
tion de x, y, 2... ., differentielle due aux accroissements öx, dy, Öz ...., 


nous pourrons Ecrire 


se 
" 


ou = Au +4 Du, 





ou ou oDu 
0x 0x 0x 
jgu ‚SS ou oDu 
op. Ay oy ? 
nu ou © Du 
I Ay ty 


1 n'est pas diffieile de trouver la variation des differences superieures 


r r 














2 ‚2 
Ü I ( I£ 2 .ı. " 
— 7, 753 e:..5 om verra avec facilit@ que Don a en general 
C Ah ( Fe © 
} eo" u A ou AN 0"Du 
c ardy" On Ox oy" On Eu 


3. 

Ce qui pr@cede, suflit pour trouver la variation d’une fonction U 
de u, x, y, x et des differences partielles de la variable prineipale z par 
rapport aux quantites &, Y, 2... In’y a qu'ü differentier Y en y fai- 
sant croitre toutes les quantites x, Y, 5 .... et toutes les fonctions ı, 


0“ 
posees chacune de deux parties infiniment petites, on peut, par les prin- 


cipes du calcul differentiel, en augmentant x, Yy, z .... respectivement de 


- 3 
Iu . > . . UU 
“@ ,,.. de leurs variations 0. Or, les variations Üw, 07- .... etant com- 


n 
2 . . a ° ou 
öx, dy, 0x .... ne faire croitre d’abord les fonctions z, 7. "+ que des 
ou 


premieres parties Au, Az. »».. de leurs variations, il en resultera dans 


ZT’ un accroissement qui formera la premiere partie de la variation 0; 


puis, en laissant &, Y, 5 .... les me&mes, on augmentera la fonction u et 


. ‚ . oDu . . 
ses differences de secondes parties Du, aut de leurs variations; 


laugmentation qu'en receyra la fonction U, formera la seconde partie de 
sa Variation. 
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La premiere partie de ;, ee U sera @videmment 


+ iy+ ist... 


’ £ U T r) 
en faisant varier dans les FE s OU OU ” 
0x’0y”’ Oz 


tout ce qui varie avec x, dans la seconde, tout ce qui varie avec y, dans 
la troisicme, tout ce qui varie avec x, ainsi de suite. Designons par DU 
la seconde partie de la variation ÖY; cette partie est due ü l’accroisse- 
ment Du de la quantit& u, accroissement qu’on doit appliquer ü u par- 
tout ou cette fonction se trouve dans Y; nous aurons 


U U U 3y + Ueh Do, 
Nous nous ae d’ecrire le developpement de la differentielle DV. 
4. 
Proposons nous de trouver la variation de lintegrale definie 


= BUdz0dydz... 
prise pour toutes les valeurs de x, y, & .... qui satisfassent ü linegalite 





.. dans la premiere, 


L<O0, 
L etant une fonction de x, Yy, £.... 
La variation de lintegrale SYöoxrodyöz.... est, bien &videm- 


ment, @gale a la somme des variations de tous ses @lömens differentiels; 
ainsi, pour avoir 07, il n’y a qua prendre lintögrale de la variation 
o(Udxdydz....), ce qui donnera 
IV = SsMWdrdydz....). 
Or, on a, par le principe du calcul differentiel, 
e(Vozdydz...) = 6Udxrdydz....+DUddxrdyöz....), 
c’est-äA-dire, en vertu du $. precedent 


e(Udxdydz...) = > 0x + hy + det. „)Ordydzı.. 


+DUö(@x0ydz...)+DUdxdydz....; 
donc 


0x0y Si 7 
> "Ss DUdxodydz. 
Nous demontrerons tout-ä-l’heure que 


dr dydz..)= (+! + EL...) dx 2ydz...,; 


Oz 
il en resultera 
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Ya IS PRIUD ER: sw L..]asdy2e.... 


E= Ss DU x Oyd 2 .... 
em’ B . D U U y Uöz 
Dans les differentielles partielles AUEE: ; 2 2), ZU 92) 
0x oY Oz 
faire varier, dans la premiere, tout ce qui varie avec x, dans la seconde, 
tout ce qui varie avec y, dans la troisicme, tout ce qui varie avec z, ainsj 


.... OB doit 





de suite, 


5. 


Nous allons nous oceuper maintenant de la variation ö(dxödy öz....). 
—=Z,.... NOUS aurons 


Supposons He =X, y+-öoy=F, s+l:z= 
Keaweydz... = 8X FVOZ ..—drdydz.... 

Les quantites A, F, Z, .... etant fonctions de x, y, z .. 

avoir une des differentielles 0X, eF, 8Z, ....., par exemple 2X, il n’y 


qu’a differentier ü Vordinaire la quantit& X, en regardant F, Z ... 


.., pour 


a 


comme constants, ce qui donnera 














3X IX OX 
r 7 ‘ Bi Ü 7 es, Ad . 
eN = — Or — 0 —oOz ) 
rt ey+ ist 
oY. oY oY- 
0 | zZ 2 —— 0 ——— 023 ... 
a + Oy + Ö: + 
- coZ - FR 0 
= ont Fort löst 
d’ou lon tirera 
Riem oY 0oZ ) 
i RD ver Ft? 
) WW m au y 
oX = (& 3Z 0%, 
oy" 0z u... 


On a designe, d’apres Mr. Cauchy, par la notatiou 
S(a,b,c....) 
le resultat de I’@limination des quantites p, 95 7, .... satisfaisant aux 


Equations 
0 =cep-+a9+orH+.... 
0=bp+-be,+br-+.... 
D == 


On suppose que le terme ab,C,.... de ce resultat 


signe plus. 


cp+c9+cr-+.... 


soit pris avec le 


o 
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Pour trouver OY il faut differencier Y en faisant 9X —=0, 9 Z =D .... 
c’est-ä-dire, en faisant öoe—=0, 0Z=0.... ce qui donne 











Ir = oyt+ ct... 

0 = dr+5 PET 

n Gen Da SFR U En 
RE Hr | ); 

SE.) 


on trouvera de la möme maniere 


7 C 


a y 


a2 = 


ainsi de suite. Le de@nominateur de l’expression de la derniere diffören- 
tielle sera lunit@; car, si par exemple, Z etait la derniere variable, on 





aurait eu 
e DE. 
oZ = u U 2. 
oz 


En faisant le produit EX 0 YEdZ.... on trouve 


Ara Pr X 0Y 0Z mrlihn Je 
8X8YaZ.. = /(2 Be;R .)dwdydzctun, 


re) oc 5 Y 8, zZ 


rn... IX 6 9Z R 
DIKGE OyOLır..) == Nee Er; ..)—1]98 37 22... 


02" 0y 0% 





donc 





Les principes de l’analyse diffErentielle exigent que dans le calcul 


IE oY 0Z ) 
.”7 u. 1.080 —1 
0x 0y Oz 


on ne tienne compte que des infiniments petits du premier ordre, car 


du co£fficient 








f n Sase. .,, ” * . . 
‚2 07 = ) est une quantit@ infiniment petite de cet ordre. Or, si 
xc0y0oz 
ui oX 0YoZ 
l'on excepte "u... 





re, tous les autres termes de la somme 





IE. AR ud sont infiniments petits au moins du second ordre; 

J\ox'dy 0: ; 
donc, aux quantites de cet ordre pres, on aura 

0X 8Y 82 a 

SEHR 02 0dy dz 

Crelle’s Journa! d. Mi. Ba XV. HUN.4. 45 


h] 


” 
d 


Qr 
N 
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et par suite 


p > ” a) 

y a n r ) 2) ( 

oxX } 0%... —- EEE .2 —...— ) ) 6) Er 

0 0X oy / 0x ıy ) 1 x y 0... 


\ 
02x 





Remettons pour X, F, Z.... leurs valeurs c+öx, y+by, 


z+Özx .... nous aurons 


anorg eöx ’ 
@r8y22...)=|[(1+ Se) +52)(1+2 2)....—1]|32 2% 32... 
ou bien, en ne tenant compte que des era petits du premier ordre, 


Köxröydz...) = (CE air .)öxöyöz.... 

















6. 

Determinons, avant d’aller plus loin, quelles doivent @tre les limites 

des variables x, y, z.... dans lintegrale 

/UV8x2y2z.... 
ötendue ä toutes les valeurs de x, y, z .... qui satisfassent A Vindgalits 
L>0, ensorte quaux limites de cette integrale on aura L=0. On se 
propose d’integrer d’abord par rapport ä x, ensuite par raport ü y, apres 
par rapport ü z, ainsi de suite. 

Admettons que l’@quation Z = 0, resolue par rapport d x, ne four- 
nisse pour cette variable que deux valeurs A, et X, ces valeurs sont les 
limites de la variables x et, en supposant que la fonction Z reste negative 
pour les quantitds x comprises entre Ä, et Ä, on integrera l’expression 

JUVoxdy OÖ 0. 

depuis = ü la plus petite des deux racines X, et X, jusquüa z= ü la 
plus grande de ces racines. Quant aux quantites y, z.... on doit leur 
donner toutes les valeurs qui fournissent pour Ä, et Ä des quantitds reel- 
les, et, au contraire, on doit exclure les valeurs de v, z.... qui rendent 
imaginaires X, et X; or, dans le passage du rel ä l’imaginaire, les ra- 
cines Ä, et X deviennent, comme on le sait par le th&orie des &quations, 
egales entr’elles; donc aux limites de y, z.... on aura a la fois 


L==0, er 


0x 

En @liminant x de ces deux @quations on en obtiendra une en Y, 3...» 
qui appartiendra aux limites de ces variables, et qui fournira, supposons 
ie, pour y deux valeurs F, et F, valeurs qui seront les limites entre les- 


uielles il faudra integrer [Vox Oydz.... par rapport A y; on prendra 








nd 
Ei. 
" 
ii 
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u et 


lintegrale depuis la plus petite des deux quantites F, et F jusqu’ü la 


plus grande. 
On parviendra ü la m&me conlusion de la maniere suivante: apres 


avoir integre par rapport ü x, on doit integrer par rapport a y @videm- 
ment depuis la plus petite jusqu’ä la plus grande valeur de cette variable 
en supposant toutefois que x et y soient lies par l’equation L=0, et en 
considerant z.... comme constante. Si l’on diflerentie dans cette hypo- 


these, on trouve 
Be oL , EL dy, 
dx ' dy'da’ 


r 


- 4 2 2 ’ . UYy uch 
or, pour que y soit maximum ou minimum, il faut qu’on ait 7, > 0, ee 


. ® hd A (4 . d L 
qui donne pour la limite de y la m&me equation = 0, que nous avons 


deja trouvee. 
Pour avoir les limites relatives a la variable x, on traitera l’&qua- 


DI 
Mr o . . . . C 4 
tion qui resulte de l’@limination de x entre WL=0 et 7,0 comme on 





a traitd I’dquation Z=0; or, on peut supposer que le r&sultat de l’Climi- 





2 . 16) L ı? . a 
nation de la variable x entre L=0 et 55 >= I est Tequation me&me 
. . ’ n 4 
L=0, dans laquelle on a mis pour x sa valeur tiree de on 0; done, 
COX 


pour trouver les limites de z, on differentiera L=( par rapport ü y en 


considerant x comme fonction de y; ce qui donnera 
or ' dx'dy 

== OL OL “r 

ou bien — =0, ä cause de —,=0Ien eliminant y entre L=0 et 


7 
7} + . . . . . . 
— = (0, on trouvera une @quation qui fournira les limites pour z. En conti- 


OYy 
nuant de la m@me manicre, on trouvera les limites pour toutes les variables 


qui entrent dans l'integrale 





JV3zByöz.... 

Ainsi, en resumant, les limites de x sont immediatement donndes 
par la resolution de l’@quation L=0; on trouve les limites de y en re- 
solvant par rapport ä cette variable l’&quation, resultante de l’@limination 


oL er 
de x entre L=0, —— = 0; on trouve les limites de z en resolvant par 
rapport a cette variable l’Equation, resultante de l’elimination de x et y 
OL oL 


entre L=(, 3,7% am 0, ainsi de suite. 
45 * 
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et par suite 








A X OYOZ 
o(drdydz...) = 


en SZ. .:1)008, 0% 
tr 1) dx dy 22... 


oz 
Remettons pour Ä, F, Z\... leurs valeurs +dx, y+b6y, 


z+Öz .... nous aurons 











86x 8y22..)= (14) (+) (+ 5) —1]88 07 82... 


ou bien, en ne tenant compte «que des infiniments petits du premier ordre, 


a Oöx | @dy | 8: RR 
dxrdydz....) = (4 +, +7. ..)öröydz.... 


0x 





6. 

Determinons, avant d’aller plus loin, quelles doivent ötre les limites 

des variables x, y, z.... dans l’integrale 

JUxoyoz.... 
&tendue ä toutes les valeurs de x, y, 3 .... qui satisfassent A Vindgalitd 
L>0, ensorte qu’aux limites de cette integrale on aura L=0. On se 
propose d’integrer d’abord par rapport ä x, ensuite par raport ü y, apres 
par rapport ü z, ainsi de suite. 

Admettons que l’@quation Z = 0, resolue par rapport ü x, ne four- 
nisse pour cette variable que deux valeurs A, et X, ces valeurs sont les 
limites de la variables x et, en supposant que la fonction Z reste negative 
pour les quantitös x comprises entre Ä, et Ä, on integrera l’expression 

J[UV3rdydz.... 

depuis = ü la plus petite des deux racines Ä, et X, jusqua x= ü la 
plus grande de ces racines. (Quant aux quantites Y, z.... on doit leur 
donner toutes les valeurs qui fournissent pour A, et Ä des quantites reel- 
les, et, au contraire, on doit exclure les valeurs de v, z.... qui rendent 
imaginaires X, et X; or, dans le passage du r&el ä l’imaginaire, les ra- 
cines A, et X deviennent, comme on le sait par le theorie des @quations, 
egales entr’elles; donc aux limites de y, z.... on aura ü la fois 


Pt 


0x 





En e@liminant x de ces deux @quations on en obtiendra une en Yy, £.... 
qui appartiendra aux limites de ces variables, et qui fournira, supposons 
le, pour y deux valeurs 7, et F, valeurs qui seront les limites entre les- 
euielles il faudra integrer [Vox Oydz.... par rapport & y; on prendra 
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de et 


lintegrale depuis la plus petite des deux quantites F, et F jusqu’ü la 


plus grande. 
On parviendra ü la m@me conlusion de la maniere suivante: apres 


avoir integre par rapport Ü on doit integrer ta y evide 

gre p pport a x, it integrer par rapport a y @videm- 
ment depuis la plus petite jusqu’a la plus grande valeur de cette variable 
en supposant toutefois que x et y soient lies par l’@quation L=0, et en 
considerant z.... comme constante. Si l’on differentie dans cette hypo- 


these, on trouve 
u ERBE; 
dx Oy dx’ 


. . .o. . ” . UV 
or, pour que y soit maximum ou minimum, il faut qu’on ait = = 0, ce 


. . . A , u d L 
qui donne pour la limite de y la m&@me equation -— = 0, que nous avons 
0x ’ 


dejü trouvde. 
Pour avoir les limites relatives a la variable s, on traitera l’&qua- 


. - % . . . "IL 
tion qui r@sulte de l’elimination de x entre L=0 et 3 =Ü0 comme on 
X 





a traitd l’equation Z=0; or, on peut supposer que le resultat de l’@limi- 





OL zulnal 

nation de la variable x entre L=0O et 7, >= 0 est l’equation m&me 
s 2 9 L 

L=0, dans laquelle on a mis pour x sa valeur tirde de . m 0; done, 
OX 


pour trouver les limites de z, on differentiera L=( par rapport ü y en 


considerant x comme fonction de y; ce qui donnera 
OL 0) L ex 








0Y dx  0Yy ne 
® o L x 16) L . . 
ou bien EP =(, a cause de 7,=0; en eliminant y entre L=0 et 
7 ’ “ . > . . 
= = 0, on trouvera une @quation qui fournira les limites pour z. En conti- 


nuant de la möme manicre, on trouvera les limites pour toutes les variables 


qui entrent dans l'integrale 
JV3sByöz.... 


Ainsi, en resumant, les limites de x sont immediatement donndes 
par la resolution de l’@quation ZL=0; on trouve les limites de y en re- 


solvant par rapport ä cette variable l’&quation, resultante de l’&limination 
L 
de x entre L= 0, gi 
X 

rapport a cette variable l’Equation, resultante de l’@limination de x et y 


L . “ . 
entre L=0, S= == 0, - ==: (), ainsi de suite. 


= 0; on trouve les limites de z en resolvant par 


45 * 
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Nous avons suppose que les &quations relatives aux limites de 


a 
L’integrale TREE, 6ye; 

ne fournissaient pour chaque quantite x, y, 2 .... que deux valeurs; mais 
il serait facile, d’apres ce qui pr&c@de, de traiter le cas ou les Equations 
dont il s’agit, fourniraient plus de deux racines. Le nombre des valeurs 
limites pour chaque variable x, y, z...., en y comprennant s’il est nd- 
cessaire les quantites infiuies, doit ötre pair. 

T. 


Reprenons la rn 


np o(Udx Ö Ü O(U dz) 
Vf U» 4 a2 Ay) Z IE +....|088y 2....+ [Dow ayoz...., 
faisons y, pour Re VDöx=P, UVdy=L, Udz=R, nous aurons 


N - [Er t )dx0yz....+ /DUdzdy2da.... 


Oz 


Considerons d’abord la . 


SE+% + Rh...)d2 dyda.... 


. 5 ld ld 
de la variation a 0 Pe supposons que de deux valeurs X, et X, que 
fournit pour x Tequation = 0, Ä soit la plus grande: nous aurons 


F 
N 9x9y 82... = [(Pi—Pr,)8y9z....; 


OxX 
on designe par Px ce que devient P quand on y met X pour x, et par 


Px, ce que devient P pour = X,. 
Comme la fonction Z a une valeur positive avant de s’&vanouir 


pour x = X,, et une valeur negative avant de s’&vanouir pour —=X, il 
DI 

, . R_ ’ C Li [4 . a a 

s’ensuit que la derivee „_, est negative pour = X,, et quelle est positive 


pour = X: donc en prenant le radical = =) positivement, on aura 





p22 
— PP En. re pour x =X, 
. /{oL? 09 
V( ;) 
PS 


Px pur z=X. 





VE 7) ) 


. . ® Ö P ‘ 
En substituant ces valeurs dans l’quation IE 0 dydz.. = 
VPs— P.)ey0©z.... nous aurons 
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pel 


dx 
Foxöyo ein 773 SR 


lintegrale du second membre ne AREN que N valeurs de x, Yy, 3...» 
qui satisfont a l’equation L=0. 
On trouvera de la m&me maniere 


S& dsdydz....= 


1 a 


et par suite 
IR 
(#.) SH +7; RT 


nee pi Fer 
Is 9 L*\ eh ee @E) Yan Heacs 


les a du second Vor A cette @quation doivent Ötre dtendues 
a toutes les valeurs de x, y, z .... qui satisfassent a l’@quation L= 0, 


Considerons deux de ces int@grales, par eh 
re 


Se ra, oydzı... Seeger 


D’apres larticle Ka. , ont peut facilement s’assurer que leurs limites 
relatives aux variables z,.... sont les m&@mes; de plus on aura 
L - oL 
pour tous les elömens de ces int@grales ou les variables z.... restent les 
n mr . oL oL ’ 
mömes; ensorte que les diflerentielles —— 0x et dr Oy sont &gales au 


signe pres; donc, en prenant positivement les accroissements dx et dy, et 


les radicaux (=): (=) on aura 
or 0° _ dx 


Ve) 15 





o°t 
als ;0e 2; 
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ou bien, en multipliant par dz.... 
Oydzı.. _ Ordzen 


r) Eu En . 
m 1 oy° 


Il est facile d’en conclure qu’on aura en, general 








OYy0z.. 0x oz... DLOY .... 


4; 2.6 2 oL? RE /YoL? u Subaru 
v( I) 553) \(=) 


d’ou, en faisant pour abreger ds= y(Ey’ dr’... + x’ dr’ Ir’ yrach au); 

















0,7 0%... OR Oz. DEV __ 2 Os 
/ oL EN Eee „Een eis oL’'. 0L? , 
| (: 2) | (7) V (>=) 0x +7 tg SE, 
en vertu de ces £galites, l’@quation (4.) deviendra 


I 
(PEE+OS+RSE+..)ös 
aP Sn 

(B.) IZ +2 + Nujieiytene fl (2 . 

(: Here) 

On peut, pour rendre plus facile ur de la differentielle 
(P PEE+OSE+R Ze +...)ös 

L* an pL? 
Vz tetzate) 


dz? 
ı la place des variables x, Y, £ «+ .., liees par Pequation Z=0, intro- 
« « I w IX £ $) Ys >) w £} I 
. . “ “ ’ 4 
duire d’autres variables a, 2 „... independantes entr’elles.. 
































e* 





h 








On transformera, par la methode connue, tous les dl&Emens dyöz...., 
Owözseeg OXrÖYorıy *... em Elemens proportionnels au produit 
daödb...., on trowera dydz... = Adabb...., Ird2...= 
Böaöb..., Hardy... =ldadb....; vr. A,ByC,.... etant 
fonctions finies de @, d, 2...5 ce qui donnera 

os = dadb...y(A+b+HUÜr....) 

Si l’on veut par exemple integrer par rapport aux variables y,3...., 
on fera attention ü ce que dans les Elöemens Ex 6z...., OXOYoreıy seen 
on doit prendre la diflerentielle de la variable x en considerant dans la 
premiere la quantit@ y comme seule variable, dans la seconde la quantite 
x comme seule variable, ainsi de suite; il en resultera que dx dz.,... 


en n en 0x a‘ n A 
= 7— OyOzuee; ELOYas1e1. = = 0Y COZeerney Me done 


7’ u “ ÜÖX 
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ee er...) 
ds äydz.. Vi +55 ++. .)= öyöz.... ! 2) 


ox*° 











en sorte que 





DL al 
£ — =+.. „)Oy dzen.. 


€.) SE+5+ A 4...)öxor BEAT... 98 ze 


Remettons dans la formule (B.) pour P, Q, R.... leurs valeurs 
Uöx, Udy, Udz.... nous aurons 


u et rt dc. Kar)? 
Sr ne bee] ieöyden=f- veE = TA, 


Oz? _ . 2.) 





















































dx? 
ou bien 
c(Uöx) ,„ Ol (Döy) o(Udz) l: en ve UöLods 
/\ Sr; + 57 + 3, +....|080y02... = FREIE a7: 
ars, 2 +... .) 


et par suite 


7 = [TE ER LEI + /DVozöyoz... 


8 
Nous allons maintenant indiquer les reductions ü faire dans le terme 
/pv Oxdydz.... de la variation 07, r@ductions qui consistent A faire 
"disparaitre, ae que possible, les differences partielles de la quantite 
DU sous le signe J. 
Au moyen de la formule (R.) de Varticle pröc&dent, il sera facile 








de remplacer l’integrale / DUöxöyöz.... par la somme de deux autres 
integrales f WDUodxoydz.... et f © ds, dont la premiere est, comme 


v4 DUöxöyodz.... relative a toutes les valeurs de x,y,3.... qui satis- 


fassent a linegalite ZL <<O, et dont la seconde ne comprend «que les va- 
leurs des mömes variables, qui satisfont a l’@quation L=0. La fonction 
FF ne renferme point la variation Du; la fonction O au contraire la ren- 
ferme, ainsi que ses differences partielles par rapport & x, y,=....; quant 
a la dilferentielle © s, elle est la m&me que dans larticle pr&c&dent, c’est- 
ä-dire: 
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os = vY(ay?0r....+02°02°....+92°0 Yarııt$...); 


ainsi DOUS Aurons 
En +/®6s, 


et par suite 























= /W Du oxö0yd Bosse UöLOs 2 -+/o0s. 
„ou e‘ 0 L En ) “ 
Er 0x? ..e .- » 
lues integrales /WD uerdyöz.. ef. A URL oe 
n | Ve eh 
Ö .c* oy° r 2? .a»» 


ne sont plus susceptibles d’aucune reduction, mais Vintögrale / © ds peut 


encore &tre reduite. 

Pour operer la reduction de / ©2s il faut avant tout remplacer 
les variables &, y,3 .... lides entr’elles par l’equation Z=0, par d’autres 
quantites a, b.... independantes entrielles. Le nombre de quantites 
a, b .... doit etre inferieur d’une unit@E ä celui des variables primitives 
X, Y; DZ o00% 

En regardant x, Yy,z.... comme fonction de e,b.... transformons 
l’element ©s en @l&ment proportionel au produit d@d5...., on trouvera 

os = Kodadb.... 


K etant une fonction finie de a, b....; transformons aussi les differen- 
Ö Du 0oDu 0Du 0Du &°?Du eDu 0Du 0?°Du 















































tielles 7 Die OR u 1: PR AEN- EI FIRE, 
2: Du .... MOUS aurons pour cet objet: 
Caob 
co Du aut ex oe Du ey oDu ex 6Du 
Du —Fa’da !Ha’ er urr7 02 Tr 
cDu _dx Du oY cDu ©z 0Du 
ab . Hd’ dx 13% 7 öy 7% Oz Too 
ehe ereeei 
Da‘ " 0” o°’Du 96: Dy 0*Du 
Be’ 1... „Oi “"Da'da'oxly Tor 
Du _0öx da 0*Du (2 0. 0% 2) 0?:Du 
PET Bl RE Sr Fa: Th er 17 EFT ehe 
tn ee et ERBEN, ibm: MA Eu 


Mais comme les @quations precedegtes ne sont pas en nombre 
Du 6Du 





suffsant pour en tirer la valeur de toutes les quantites dar 





—. 
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oDu 6°’Du 8°Du 
O2?’ 92%? dx0y 
ront indetermindes, les aufres s’exprimeront au moyen de celle-ci et des 


oDu &Du 0?’Du 0°Du 
u € u .... a. er aa Wirt .. F} 
1 anfites da’ 0b? da® ? daodb? } 








y o.. quelques unes de ces differentielles reste- 


Au lieu de considerer 


a | 
comme indetermindes quelques unes des diff@rentielles T A. ri . Di - Eu 


2 0x OYy 
0o?Du 0°?Du 


0x? ? dx0dy 





» «.. M convient, pour plus de symötrie dans le calcul, 


.. . . . a0 D D D 
J’introduire autant de fonctions lin£aires Pig luasse 1. a j er. „e.e 


r n 0x2? oy? dz 
o* Du o0°"Du 


0a ’ Ixr0y 





> ce... quwil en faudra pour exprimer toutes les quanti- 


‚ Ö D u ol Du Ö Du 0? D u 0? Du n D 
168 5. er ve ——— —— en ) 7 r C u 
x r n ..o.e m r r —m 
GE ’ ey u oz ) . ox? > oxdy?’ .... P; 7; ’ ..oo®. y , 
ceDu 0:Du c°?Du 





Zp > *r«. etcesont les fonctione p, 9, 7, 2... qu’on 


Er .e..oe 


eb ca? ?’ da 
laissera arbitraires. 

Or, introduire les quantitds p, 9, 7; »..., revient evidemment A 
feindre parmi les variables @, 2, .... une variable w de plus; alors, le 
nombre de quantites w, a, db, .... Etant Egal ä celui des variables x, 
Yy äyee«., em considerant X, Y, 2, «... comme fonctions de w, a, db, sr; 
on trouve autant d’@quations 

ce Du ex AR: AL Be, 






































ow dw’ da dw" dy dw" dz 
oDu _ dx dDu , dy ODu , dz ODu 
oca da’ dx TR‘ (5 da’ 6: 
e Du cex= 6Du oy 0Du oz ODu 
DE, are TR Fa IR Pole 
a a a 
e?:Du es 0a? En gez oy 0°Du 
eu: dw’ od +2 Ow’öw" 0x dy als 
0°Du __ 0x dx "BrDu (= oy , 6x ae + 
duda bIwda' dx y Ow’6a " da'dw 0x0Yy -. 


Pr . 17 © »” © ‘ v . 0} “ . . . 


. an ’ oDu 0Du &Du 
quilen faut pour exprimer foutes les differentielles Fr Tr Fk 








Q? 9? D oDu CDu O8D: 8°Du 6°?Du ’ 
= Pr ven .oao® en rn ’ r £ ‚A .eo0® 2 9 n n yvoo,. mals 
0x’ 0x.0y’ cow ca ob dw Owda 

comme la variable » reelement n’existe pas, on doit regarder les difle- 




















a 0x 0y 6z 0x 0°y 0°z or 
rentielles I? rd Zee Dt Dat Dr tee comme quantites dont 
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di . lifi 5 . d Ö Du 2) Du fa Du 
on pourra disposer pour simplifier Vexpression de 7, 5, » az """- 


n2 N2 B [2 “ oD 2.5 5 
0,Du 2 DM Quant aux differentielles ; a, .... elles doi- 


$) y oo 


x: ’oOx0y 
vent rester entierement indetermindes. 











oDu 0Du 0Du 0? Du 
. (4 u ’ ® 
Ayant exprim@ les differentielles  Frplat alter 7 ee Fe 











72 Du öDu 98D 2 *D . 
0°Du eDu 6Du ODu 0°Du O0 Eule faut met- 


27 I en a Dee Er Did 
tre leurs valeurs dans l’integrale fo Os — OR da Ob...., apres quoi 
on pourra, en faisant usage de la "formule (B.) et en supposant pour abrd- 
ger ds’ —=y(Ol?....t+ 60°... ....), remplacer l'integrale OK oadb 


par la somme 


/(ppu +02: RS te) 20 db... 4 00r 


Tue D 2 a R 
de deux integrales /(rdu +0 ALS} ai or abe: ne oadbe... et /Das‘, 


oW 





dont la premiere n’est plus susceptible d’aucune reduction, et dont la se- 


conde peut ätre reduite de la m@me maniere que lintegrale j® 08, 


Nous aurons 
U ÖL os 











97 = [WDuözöy de... + I ru 
Vearetsert) 
+ /(PDu +02 + RS +. ee 


L'’on traitera lintegrale j®s' comme on a traite jo2s, on la 
decomposera en deux autres, dont l’une sera enticrement r&duite, et l’autre 
encore susceptible de reductions; en continuant de la m&me maniere, on 
[4 ” (d . \ . . ’ 
epuisera, en quelque sorte, toutes les reductions a faire dans les int@grales 
qui se presenteront les unes apres les autres; alors la variation 0/7 aura 


regu la forme propre aux applications. 


9. 

Comme Tintegrale /©ds de l’article precedent est relative aux va- 
leurs de x, y, z.... qui satisfont ä l’equation Z=0, on peut regarder 
une de ces quantitös comme fonction de toutes les autres, et celles-ci 
comme independantes entr’elles. Considerons, par exemple, x comme 
fonction de y, z .... nous aurons d’apres Varticie 7. 





| 
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oL? oeL? oL? 

4 Ver + at). . 

—- / 77? oyoz 
(5 











et en faisant pour abröyer 


elle +24 4...) 


Ü2z“” 
() 
ex 
J®ös — [voayöz... 


On obtiendra l’Cquation relative aux limites de y, : 
oL 





+ 








nous trouverons 


en eliminant x 


= (). 
0x 
Ye mr : oDu 6Du 0oDu 
La Eng Y renferme les dif[erences partielles er 7 


dans I’hypothese 





entre L= 


.».» 


c?:Du "Du . . \ 
5 » «+... prises relativement a 2, y, & ....» 


0x* ’ 0x0y 
que ces variables sont independantes entre elles; mais apres la differentia- 


tion on doit y mettre pour x sa valeur, fournie par l’equation L=0. 


Il est bon d’@liminer autant que possible les differences dont nous parlons; 
.;„ DOU8 aurons: 








pour cet objet, en considerant x comme fonction de y, 3... 


c Du Bis i ze “N a 
2 nn : 0x eh 


Oo’ © Y 
e Du eD ‘) eD “) 


Os 1% 




















: 








>) 
o\d2 (ii, ine dx 





OYy oxcy ox* /cy 
"Du 

(=) ER E. = m 2 ex 
Feed. 77 2 Aal 1 Yo Lie 











2 Mu “ ) en 2; 0% 0° ee 0x? & D “) 0°x 
= Ei y +? ed re 9x: at dx Jöy:?’ 

















in 0267/65 
0o:Du _ 3 (> Best > at va a = +(%) 0° x 
2 Tai 7°: ur LT Da )Iy°dz To Id 92’ 
Du er) ‘6 2 + Bi a 
2 Fi ar FR Ar IT +5) 
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nous avons entoure de parentheses les differeuces partielles de la quan- 
tit@ Du, prises en considerant x, Yy, z .... comme independante entr'elles. 


On tire des &quations precedentes: 


Fan u 9Du 3 0x 


Tal ar 7 © 55 > 
>) Ri“ oDu e zug: x 

















02 dz N\dx/ör’ 

29) 
BI) m „rn fer 
3535) dY — da: /5y°’ 

„foDu 
0°? Du R (35) e u 
(5:3-) 02 Nox /9z’ 

er 

Ede nr Duo dx dx er 2 0x? 9 dx 
(Fr Er or 0 ar /0y% Dart 


ee (© 

e ea - Sum 

(> PR? 0*Du "\9x 0x 0x dx (a ox dx 
0y0:/ dyo6: oYy 02 öz dy ox? /dy'öz 
( Er) 0?’x 

0x ox0dy’ 

















De 
er) . 0°’Du u 0x 0x Fr 0x? u 
(2) = EEE - EIER, 


Oz? z 


h ox 0x 0x 0?x 0° 
ou bien, en mettant pour Or’ Oz’ »:.9 dy* ) 0Yv6z’ Dz 1KALL leurs Va 








leurs, tirdes de l’equation L= 0, 
oL oDu oL E D r) 

















> es x “oy oYy dx 
or m. OL ’ 
dx 
eL oDu oLfoDu 
(>>) rw ox=" 6z s t37 (5 ) 
02/7” Rn ’ 
dx | 
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a =} 
oL oL ee 
(2:55) u 7a dry 


ey \0x° 





’ 





















































- .— 
0x0Y öL 
0x 
G =) 
OL PEFE Du 
(2 EM MrFÄrEGE 
REN oE j 
Öx 
ar) 
OL [a un Le oL \öx oL? (4:24) | 
oxLox*'oy% !T" dx öy' Öy +37. dx? 
ocL? 9L oL OL 9?L „HL? 9?L\/0Du 
a + = m m inne r (3 
a PrM 0»*'0yr° ox Oy Oxoy ' dy? dx/ \dx 
or RY 0L3 , 
dx% 
co (6) a al ==) 
oL1oL? 09°?Du L OL °\9x OL aL "\9dr oL oL 0?Du 
>| 73-3 + Iz' +7--7 ge (5 en 
oxLöx?'"Oydz ' 0x Oz’ 9y eor © oy 03 \dx* 
+ LE - Q@L oL 0o?L _oL oL 90?’L ,8L OL an gr 
2 Du Ox2 öydz 0x’ Oz dxoy  d8'dy' 0x 0x u Yu ox/\0x 
2 - rer 
0y0z oL 
0x3 
(2 En 
au |ar!, 2:Du , „al, ar "\ow „222 (@Da) | 
0x oz? x 6z' 6z D 0x* 
En o°’L EL SL VPE, 9Z SE 
Kr + >) 
d?’Du 0x? oy* 0x ö: ER Oz? 0x” 0x 
vrz dL; i 
9x° 


En substituant ces valeurs dans 


J®3s = fY y3z.... 


et en employant la formule (C.) de Varticle 7., on remplacera lintegrale 
jy?y2?: .... par la somme 


/Irpu+o(&* +R 5) +...]07 2... + / Paz... 
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0 3D 2 | 
des deux integrales /\rv« + (0) (5) +&R ( =e) +] oy Di. un, MR 


0x? I 
/ Dözx.... dont la premiere est toute reduite, et dont la seconde peut 
etre encore susceptible de r@ductions, Cette dernicre est relative aux va- 


riables z.... Ses limites dependent de I’@quation qu’on obtiendra en &li- 


h PL IL 
minant x et yentre L=V0, > =0, 37 =(; enfin elle est toute sem- 





m 
Bi 


blable a lintegrale JY Oyc 


Nous n’avons fait quindiquer les transformations qu’on doit faire 


“.... et on Ja traitera de la m&äme manicre. 


subir a la partie /pv exdydz.... de la variation 7; parceque ces 
transformations, se rdduisant A lintegration par parties, appartiennent plu- 
töt au Caleul Integral, qu’a la methode des variations,. A la veritc, un 
des principes fondamentaux de cette derniere methode consiste A faire 
disparaitre, autant que possible, les differentielles des Variations qui se 
trouvent sous un signe integral; mais le calcul des Variations ne fait qu'in- 
diquer cette operation et en laisse l’execution au Calcul Integral. 
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23. 
Über die Summation periodischer Reihen und die 


. % . 
Reduction des Integrals / O(sinax,cosbx) dx. 
(Von Herrn Prof. Raabe in Zürich.) 





I. 


Ks existiren Reihen, die, nach den Potenzen einer Variabeln x geordnet, 
für alle innerhalb zweier Zahlen @ und 5 fallende Werthe von x conver- 
giren, für den einen oder andern dieser Grenzwerthe hingegen, unbestimmt 
werden. Bilden nun die im Bereiche dieser Unbestimmtheit fallenden 
Werthe der Reihe eine Periode, so ist für diesen Grenzwerth der Varia- 
beln, mit Beschränkungen, die wir in der Folge angeben werden, das 
arithmetische Mittel sämmtlicher unbestimmten Werthe, die 
die Periode darbietet, der wahre Werth der Reihe. Eine Reihe 
dieser Art ist folgende: 
1— x + 2X’ — x’ + x'—x’ + ete,, 

welche für alle Werthe von x, die ächte Brüche sind, convergirt und für 
x== 1 abwechselnd die Werthe 1 und O darbietet. Leibnitz, der auf 
diesen Fall einen Grundsatz der Wahrscheinlichkeits-Rechnung anwandte, 
folgerte: da man mit gleichem Rechte 1 und O als Werthe dieser Reihe 


140 __ 


für =1 annehmen kann, so ist das arithmetische Mittel —— = der 
wahre Werth derselben. In der That giebt auch der erzeugende Bruch 

e e e 1 u. , . 
dieser Reihe, nemlich KW für x —=1 den Werth 5, welches Resultat mit 


dem des arithmetischen Mittels übereinstimmt. Diese Übereinstimmung 
veranlafste Daniel Bernoulli, nach demselben Principe mehrere ana- 


loge Reihen anzugeben. 


In den folgenden Blättern werden wir zuerst den Grund dieser 
Übereinstimmung nachweisen und hierauf, als Anwendung, das Integral 


[. “2 (sin ax, cosbx) dx, welches ebenfalls den Charakter der Unbestimmt- 


heit an sich trägt, durch ein völlig bestimmtes Integral darzustellen suchen. 
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Summation periodischer Reihen durch das arithınetische Mittei. 


<. 
Es seı 
l. y-u. +92 FF," +o,2X°+..t+0o,2." +00 art... 
MELDE. ul’ FE Ak 02 /TE- Alle ui DE Allee ERRR 
WO Qı5 @ay Qyy 1... Q, bestimmte, reelle Werthe haben. 

Diese Reihe, welche aus einer unendlich oftmaligen Wiederholung 
einer p gliedrigen Periode zusammengesetzt ist, wollen wir für jene Werthe 
vonx, für die sie convergirt, summiren. Bezeichnet man zu diesem Zwecke 
durch P die Summe der p ersten Glieder derselben, so ist auch 

2... y=-0((l+xX+rt?+zr4+....). 
Allein es ist, von =0 bis z=1 inclusive, 

3. — = 1+- +2” er H4....: 
daher wird, vermöge der zweiten dieser Gleichungen, die Gröfse y für alle 
Werthe von x, die kleiner als die Einheit sind, endliche Werthe annehmen. 
Diese Werthe werden gröfser und gröfser, je mehr der Werth von x der 
Einheit näher kommt. Wird endlich e=1, so wird y unendlich grofs., 





Es lüfst sich jedoch diesem Unendlich - grofs - werden von y, für z=1, 
durch eine schickliche Annahme der Coefhicienten @,, 42, 45 ::.. VOr= 
beugen. An der That zeigen die Gleichungen (2.) und (3.), dals dieses 
Unendlich-grols-werden von y für =1 von dem in 1— x” enthalte- 
nen Factor 1— x herrührt. Wählt man daher die Coeffieienten « ,«;, 


@ys er. @, dergestalt, dals auch P diesen Factor enthalte, so ist, wegen 
er 
y TI 
nach Weglassung des gemeinschaftlichen Factors 1— x im Zähler und 
Nenner dieses Bruches, für =1 die Grölse y nicht mehr unendlich grols. 
Der sich für x = 1 ergebende Werth stellt dann die Grenze vor, der sich 
y ohne Ende nühert, wenn x unendlich nahe der Einheit kommt. Setzt 


man also 
P 


atmet, tar’... 0,20” 
und 


4. dena ++, +9 +...t%, 
so ist P durch 1—x theilbar, und es besteht, für alle Werthe von z=0 
bis x —=1, die Gleichung 
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BR. RN tn txt... to, ma +oart ti... 


1— a? 
ta. to 2 + .... 
Kommt nun x der Einheit unendlich nahe, so nähert sich diese Reihe 
dem Werthe des Bruches, wenn in demselben = 1 angenommen wird. 
Allein da für diesen Werth von x beim Statthaben der Gleichung (4.) 
dieser Bruch unter der Form 3 erscheint, so hat man, nach einem be- 
kannten Satze aus der Diflerenzialrechnung, 


a) 


wo y, den Grenzwerth der Reihe vorstellt, falls x ohne Ende der Einheit 


dP u e Ne 
nahe kommt und (Z); den Differenzial- Co@ffieienten von P nach x be= 


deutet, wenn nach der Differenziation x = 1 angenommen wird. 
Es ist daher nach vollzogener Differenziation und Substitution: 


1 j 2 
Yı =, [P 09, +94 39)9)t 43 +20], 
oder auch 
1 
y=-;P-2@+%t9 +... 40 +0) 
— (mV +2,24 393+.. top I); +(pP— 2) 0)]; 


daher, mit Zuziehung der Bedingungsgleichung (4.), 


5, y= [Dat dat pP Dat... +30,,+20,.+0,-,]. 
Nun setze man in der Reihe der Gleichung (1.) x=1, so ergeben sich mit 
Voraussetzung der Gleichung (4.) folgende Werthe, die eine Periode bilden : 
053 4025 a +09+0;, a te +9; -+a,, .... 
+. tet ++... +, 9% 
deren arithmetisches Mittel dem oben gefundenen Werthe von y gleich- 
kommt. 

Es ist somit erwiesen, dals für eine Reihe, die wir so eben unter«- 
sucht haben, das arithmetische Mittel der periodischen Werthe derselben 
die Grenze ist, welcher sich ihr Werth ohne Ende nähert, wenn die Varia- 
ble x um ein unendlich Weniges von dem Werthe absteht, für welchen 
die Reihe die Periode von Werthen darbietet. 


3. 
Auch folgendes Verfahren, die Regel des arithmetischen Mittels 
nachzuweisen, ist der Beachtung werth. 
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Setzt man der Kürze wegen folgende Gleichungen: 


P=a+nr +," +0,” +... +0,27" +a,.2P +0, ar? +a,am', 
P,=m,+0,x0 +0,x2"”+0,2°+ ri 0,2 "+0,12 +a, a” aa, 
a, +a, r tn. re a ER Pi ‚za, 2r +0,% xP? +0; er, 


Bi 
+++ te te art La,arıı, 


P, 


\ 


et He ei reift zripa,. ar EN x” Re ar, 

th a at, 
wo k was immer für eine ganze Zahl von 1 bis » vorstellen kann: so ist 
jede der folgenden Gleichungen mit der Gleichung (1.) gleich bedeutend: 


ee 








ia II» 
pp 

ee ++ 9%, 

x: pP 
- +09, +92 -+n,2°, 








o 
| 


. » . . * . . . . . E35 . 


A: n 
yz - 1, +09,xc0+a,x +2,” +..+0,_,27 


— ıcP 





Wird nun die Saasael (4.) vorausgesetzt, so erscheint der Factor 1—r 
in jeder der durch P,, P;, P;, .... vorgestellten Functionen von x, und die 
sümmtlichen eben aufgestellten Gleichungen geben denselben Werth für y, 
wenn x einen innerhalb O und 1 liegenden Werth annimmt. Wird z=1 
vorausgesetzt, SO erscheinen sämmtliche Brüche dieser Gleichungen unter 


der Form 3, da sowohl die Zühler als die Nenner derselben den Factor 


I— x enthalten. Addirt man hingegen diese Gleichungen, welches giebt: 
P+P,c+HP,x’+P,x’+...+P, ar! 
y=it nd, "er ds +p-D)a+p— 9x 
+ pm; +...+20,.2P"+o,_, 27, 
so erscheint im Zähler dieses Bruches der Factor 1—x wenigstens in 
und da der Nenner diesen Factor nur in der er- 





der zweiten Dimension; 


sten Dimension enthält, so erübriget im Zähler, nach vollzogener Verein- 
fachung des Bruches, wenigstens die erste Potenz von 1—x. Es ist somit 
die Null der Grenzwerth dieses Bruches, wenn x ohne Ende der Einheit 


nahe kommt. Behält daher y, die obige Bedeutung, so ist: 
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rpyı = Da tp—- Ye +tp—3); +... 420,4 0,-1; 
welche Gleichung ebenfalls die Regel des arithmetischen Mittels darstellt. 
Dafs der Zähler des so eben betrachteten Bruches den Factor 1— x 


wenigstens in der zweiten Dimension enthält, beweisen wir dadurch, in- 


dem wir zeigen, dals das Differenzial dieses Zählers nach x diesen Factor 
wenigstens noch in der ersten Dimension enthält. 
In der That: bezeichnet man diesen Zähler durch z, so ist 
dz er dP, x Pr p ) ‘ € 2 
ie, 4... +22 4 B,+22P+32#P+... 


dc dx Er 
+ p—DaorP,. 
Soll nun der Ausdruck a vom Gleichheitszeichen den Factor 1l—aı 


enthalten, so muls er für e=1 verschwinden. Nun ist 
"is gene — DB - en 
Es erübriget daher noch nachzuweisen, 





wenn x = 1 angenommen wird. 
dafs für denselben Werth von x die Summe 


dP, En dP, p 
u er 


ebenfalls verschwindet. Allein nach den oben für P,, P,, P; etc. aulge- 
stellten Werthen hat man für z=1: 

dP, - nn Mr | 

= > +2, +39, +... 4-3), top 2); t(p—De,,; 
dr, , 

Prz +20,+3%-+.. ine 2! Zus 3) t+(pP—2 )Q, +p—Dea, 


32 +2; +3 +... tp—-3), TrTp—2)a +p—1)u 


—— 


dx 








I 








kr, 
ara, t+rar3n tr) a, (P—2) 2-3 tr (P— -23 
IP, ’ Q 9, \ 
— = 2; +3; +... + — 3). + (P— 2) 0,2 rp— l)a,_,ı; 
daher: 
dP ıP dP a, ( 
art tr Tr a +0. +0, +0,+....+0,), 
a vermöge der ee (4.): 
dP, dP, dP, 
-- .... —=0 
dx dx r: dx , 


w. z. b. w. 
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$. II. 


e 2 eo ” . . 
Reduction des Integrals zZ p/sinax, cosbax)da auf ein anderes, in welchem die 
obersie Grenze endlich ist. 


4. 
Bevor wir die Lösung des allgemeinen Falles geben, wollen wir 
zur leichtern Übersicht des Verfahrens einen speciellen Fall voranschicken. 
Stellt man durch w eine unendlich klein werdende, durch p eine 
unendlich grofs werdende ganze Zahl vor, setzt dann pw =?27, wo7 
das Verhältnifs des Umfanges eines Kreises zu seinem Durchmesser be- 
deutet, so convergirt die ohne Ende fortlaufende Reihe 
wsnwt zw sn?2w- z’w sn3w+t...+ z!wsinpyw 
+ -wsnw+ «’Hwsn2wt+ &wsin3w-+ ....+a’twsinpw 
+27 wsnw + a" wsin2w tx" wsin3w4...+x7"wsinpw 
ee ae a et ale, auimgrogesgn Jo 


die wir der Kürze durch y verstellen wollen, für alle Werthe von x, welche 
kleiner als die Einheit sind. Nähert sich x ohne Ende der Einheit, so 
nähert sich in demselben Maafse der Werth dieser Reihe dem des be- 
stimmten Integrals /"sina dx. Allein für denselben Werth von x niü- 
hert sich y dem Werthe von yı aus der Gleichung (5.), wenn man nur 
die Gleichung (4.) voraussetzen darf. 
Es ist somit, wegen 
a =wsiow ,=wsu?lw ,=wsn3w, ... ,=wsipw, 
f: sinxdx = 
J: 
 (p-1osino+ (p-Ywsin2o+(p-Dwsinsıot.... +2uwsin(p-Nwtzwsin(p-1], 


wenn man nach Gleichung (4#.) 

[sino + sin?w-+sn3w+sindw4t ...F+sinpw]w = 0 
hat. Nun ist der Ausdruck links vom Gleichheitszeichen dieser Gleichung 
gleichbedeutend mit dem bestimmten Integrale IA ala dx, dessen Werth 
gleich Null ist: daher besteht auch die unmittelbar vorangehende Gleichung, 


welche übrigens noch auf folgende Form gebracht werden kann: 
oo 
V. sinedx = 
« 16) 
sino +-sin?w + sn3w4 .... + sinp w] w— wsinp? zo 


— [ww sinw+-2wsin?ov+3wsin3w4...+ pw sinpw] + wsinpw. 
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Wird von dieser Gleichung die vorangehende abgezogen, so hat man 


” . 
/ sine de = —[wsinw + 2wsin2ıw+3wsin3ww+....+pwsinpw]. 
Jo 


. . 1 w 
Nun ist pjw=?7, also ——;_, daher 
p st 
. . 1 . . ‘ « . « . = 
/ sinx dx = — 5— 1 sino+ 2wsin dot Swsin 3w4 .... + pw sin pro] ww. 
oO ne 


Wird endlich der Ausdruck links vom Gleichheitszeichen in ein bestimm- 
tes Integral un:gesetzt, so ist 


en 
»#) 


pe ” 
/ sinzdx = — — Ei zsncds —=1. 
 ı a7, o 
Ganz auf dieselbe Weise wird man auf folgende Gleichung geführt: 
an 1 Are 
/ cosxdx = 5; xcosxdr —= (0. 
0 21/0 


5. 

Stellen @ und 5 beliebige ganze oder gebrochene Zahlen vor; behält 
man für w und p die Bedeutungen der vorhergehenden No, bei, und ist, 
wenn zn was immer für eine ganze Zahl bedeutet, D (sin ma w, cos m bw) 
irgend eine Function von sinzzaw und cosmbzw, deren Product mit w 
unendlich klein bleibt: dann convergirt die ohne Ende fortlaufende perio- 
dische Reihe: 


ww p(sinaw, cosbw)+ a w @ (sin2aw,cos2bw)tarrw p(sinsaw,cos3biw)+....+xP-1wgp(sinpaw,cospbi, 


+ x? w p(sinaw, cosbw) +xP+!w p(sin2aw,cos2bw) + x*w p(sindaw,cos3bw)+t....t+xPw p(sinpaw,cospbw) 


+xPwglsinaw,cosbw) » « «een 


für alle Werthe von x, die ächte Brüche sind. Setzen wir noch 
pew=ka.!a und pbw= kb.?r, 

wo & völlig willkürlich und an die einzige Bedingung gebunden ist, die 

Producte #2 und kb in ganze positive Zahlen zu verwandeln: so stellt die 

obige Reihe, wenn x unendlich nahe der Einheit kommt, den Werth des 

Integrals V D(sinax,cosbx)dx dar. Allein für denselben Werth von x 

' geht diese Reihe nach Gleichung (5.) über in 


" [(>-1) O(sinaw, cos5w) + (p-2) D (sin?aw, cosYbw) +....+P(sin(p-1)aw,cos(p-1)bw)], 





wenn nach Gleichung (4.) folgende Gleichung besteht: 
0=w[P(sina w,cosbw) + P(sin2a w, 00o822w)-+....+P (sinpaw, cospbw)]. 
Es ist daher, im Falle des Statthabens dieser letzten Gleichung, mit Be- 


rücksichtigung des Werthes von —: 
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f: D(sinax, cosbr)dxr — 
1 FR . 
— 5,7, [@Pfsinew,c08520) + IvP(sin2aw,c0s%dw)-+....+pwOl(sinpaw,cospbw)]v. 


Setzt man diese Reihe in bestimmte Integrale um, so ist beim Stattfinden 
der Gleichung 2 


JS Peinaz, cosbx)dze = 0 
auch folgende Gleichung richtig: 


/ D(sinax,cosbx)dx = ul) D(sinazx, cosbx) dx. 
Lälst man in den Integralen, die sich von O bis pw erstreckten, x in Äx 
übergehen, so hat man, wegen = =?m, 


% ’ k 27 a 
/ D(sinex,cosbxr)dx = -—/ Dlsinakx,cosbikx)zdr, 
/ 0 u. oO 
wenn die Bedingungsgleichung N 
27 a 
if, O(sinakrx,cosbkx) dx = 0 
16 
realisirt wird. 
Diese zwei Gleichungen, die bereits die beabsichtigte Reduction dar- 
stellen, sind noch einer Umformung fähig, die wir sogleich beifügen wollen. 
Es ist nemlich 
/ - Olsinokx,cosbkx)x dx 
FR 
nt 27 f 
— / Dsinakx, cosbkx)e dx +/, Disinakx, cosbkx)x de. 
) VO 2 


Setzt man in dem Iutegrale, das von 7 bis 27 sich erstreckt, 27 —x 
statt x, so hat man, da ak und 5% ganze Zahlen sind, 


fi? D(sinakx,cosbkr)x dx 
— uf” Df—smehzx, cosb kr) dr — J" O—sinakx,cosbkx)a dx. 
Es ist somit 
/ "Olsinakx, ehe = Ia/ D—sinakz, cosbkx)dx 
+/, TO (sinaka, cosbkz)— PO (—sinekx, cosbkx)]x dr. 
Verfährt man auf gleiche Weise mit der Bedingungsgleichung (7.), so ist 
6. $. D/sinax,cosbz)de — E /, Olsinaker, cosbkx)dx 
| ui 5a 5: IO(sina kr, cosdkr) -— D(—sinekz, cosbika)]cdr, 


wenn Mal 
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7 / "[Oksinakr, cosbkx) + D(—sinakx, cosbkr)])dx = 0 
vorainieiken därf. Diese Darstellungsweise des Integrals 
£ ® (sinax,cosbx) 
gewährt den Vortheil, die Integrale S. Posba)dr, S Peeina x) dx 


unter sehr einfachen Formen darzustellen. 
In der That geben diese zwei Gleichungen: 


8. I Droosbe)de == 0, 


wenn man 
9. S. G(cosbix)de = 0 
voraussetzen darf, wo % willkürlich und 5A eine ganze Zahl sein muls. 
Um einen ganz besondern Fall vor Augen zu haben, sei das be- 
stimmte Integral / log(i+ a —-20cos&) dx vorgelegt. Poisson findet, 


wenn a<{1l ist, 
/og(i+a°+2a cosxz) dx —= 0; 


daher ist auch für denselben Werthzustand von «: 

/[oga+a°+2a coax)dx =. 
Ferner geben die Gleichungen (6'.) und (8'.) 

[ Pinax) dx 
> :O(sinakz)de—z,/ [Plinakx)—P(—sinakz)]rdz, 
wenn man 
S. 1Ptsinakz)+P—sinaka)]dz — 0 

hat. In diesen zwei Gleichungen zerfülle man die von O bis 7 zu neh- 
menden Integrale in andere, die von O bis . und von > bis 7 gehen. 


In diesen letzteren setze man 7— x statt x, so ist: 

/ Olsnex)dx = Ss [d(sinakz)— P(—sinekx] dx 
-../ "[Olsinakx) —P-sinakx)+O((-1)"sinakr) —O-(-1)"sinakx)]edz, 
wenn die Bedingungsgleichung 


10. S"1O6inaka)+P(—sinake)] dx = 0 
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Statt hat. Da ferner k ganz willkürlich ist, so kann man ak ganz und 
ungerade annehmen, wodurch, mit Zuziehung der eben aufgestellten Be- 
dingungsgleichung, die Gleichung 


1l. S. Peinax)da = Ef" Olsinaka) da 
selunden wird. 
Als Anwendung dieser zwei Gleichungen hat man 


TU 
2 6) . n . 
T log I+«’+R2asinz) +log(1+ a —2asnx)]dr = 0, 
wenn « kleiner als 1 vorausgesetzt wird; daher ist für denselben Werth 
von &: 


pP loo(1+ «+ ?asinz)de = /, log(l+a’+2usinz) dx. 


Kerner findet man, wenn & <{1 vorausgesetzt wird, 


; 2a ‚12/22 1,1 24/ 2a v5 
ef ? ‘) \ m m va ur u wa: RABHFIZ IT. ass“ 
/, log 1+a’+asinr) dx 1-+- 0? r 3 8 (ra) 1: 5 3.9 1) Te 


daber 
BR | . 2« 1 4 2a ) 1 et 2« ) 
- „219 N un. zele  e Keen 3 (1 Fi 
l. log (I+a’+2asinz)de= Ta t37 3 re) tr le) + 
Beim Ableiten der vorhergehenden Gleichung wird man auch auf folgende 


Gleichung geführt: 


2 | 1/ 20 PS) Bugs Da 1 135f 20 \® 
+) ze) tr zaligen) + 0 gr lege) Fr 


) 





die ebenfalls für alle Werthe von «, welche kleiner als die Einheit sind, 
. 1 . wo 
besteht. Vertauscht man demnach & mit —; 80 ist für alle Werthe von «, 


die >1 sind: 


AL? 1 1[ 2« ) 1 il 2a )+ 1 a 2a ) 
log ta) —Ioga = z. 5 (ira +7-53 1ta:) + 5 290 lite: , 
1 





) 
nv 


welche Gleichung, wie die vorhergehende, noch für «= 
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24. 
Gröfstes Quadrat im Dreiecke. 


(Vom Herrn Rechnungsrath Brune zu Berlin.) 





Huchrsatz. Unter den drei Quadraten, welche in ein gegebenes spitz- 
winkliges Dreieck dergestalt beschrieben werden können, dals ihre Win- 
kelpuncte in die Seiten des Dreiecks fallen, ist dasjenige das grölste, wel- 
ches zwei Winkelpuncte in der kleinsten Seite des Dreiecks hat. 

Beweis. Es sei (Fig. 1.) in dem Dreiecke {BC die Seite BC urö- 
Iser, als die Seite 40. Nach aulsen hin sei auf jener das Quadrat BCED, 
auf dieser das Quadrat CÄH beschrieben, und aus den äulsersten Win- 
keln dieser beiden Quadrate seien nach den ihnen gegenüber stehenden 
Winkeln des Dreiecks die Geraden D#, EA, KB, HB gezogen: so geben 
bekanntlich die Durchschnvitte dieser Linien mit den Dreiecks- Seiten BC 
und #C die auf letztere fallenden zwei Winkelpuncte der in das Dreieck 
zu beschreibenden Quadrate FGgf und LM m? an. Endlich habe mau 
noch aus den Dreiecks- Winkeln 4 und B auf die gegenüber stehenden 
Seiten die bis zu den äulsersten Quadrat - Seiten verlängerten Perpendikel 
ANO und BPP gezogen. 

Da nun, in den beiden Dreiecken BCX und ACE, 

BC=CE; CK=(C4; ZICK = ZACH, 
so ist auch, wegen der Congruenz dieser Dreiecke, 
BK = AE. 
Da ferner in den beiden Dreiecken ACN und ZBCP 
Z/ACHN = LBEP,: LZANO = AR: ZBPO, 
so ist auch, wegen der Ähnlichkeit dieser Dreiecke, 
AC:BC = CN:CP = EO:KLQ. 

Bei der Voraussetzung, dals BC AC, muls also auch AÄO>EO sein, 

In den beiden rechtwinkligen Dreiecken 40E und BOX ist mithin, 
wie so eben bewiesen worden, 

AE=BK; EO<KO; 

folglich ist 40>BQ, indem (OEY-+(0A1?—= (QKY+ (OB) ist. 


Nun ist ferner 


„m. .$SDE _ yın. ER } 
FG:\ pn) = AN:40; LM:$ y. = BP:BQ; 


L . a ac 
Crelle’e Journal d. M%. Did. XV. Hit.4. 40 
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daher 


FG.AO = BC.AN; 
LM.BQO = AC.BP. 
Da aber BC.AN = AC.BP (gleich der doppelten Fläche des Dreieck), so 


ist auch 


FG.AO = LM.BO; 
und da oben bewiesen worden, dafe 40>B{, so folgt 
FG<LM; 
d. h. die Seite des auf der grölsern Dreiecks-Seite BC stehenden Qua- 
drats FfgG ist kleiner, als die Seite des auf der kleinern Dreiecks -Seite 
AC stehenden Quadrats L/mM, w. z. b. w. 


Zusatz. Im rechtwinkligen Dreiecke ist also auch unter den bei- 
den Quädraten, wovon das eine auf der Hypotenuse, das andre auf bei- 
den Katheten steht, das letztere am größten. In eim stumpfwinkliges 
Dreieck aber kann bekanntlich nur ein Quadrat, und zwar auf der größs- 
ten, dem stumpfen Winkel gegenüberstehenden Seite beschrieben werden. 


Anmerkung. Das grölste Quadrat im spitzwinkligen, oder im 
rechtwinkligen Dreiecke ist gleichwohl nicht unbedingt, sondern nur dann 
auch das gröfste in demselben mögliche Rechtek, wenn die Grund- 
linie und die Höhe des Dreiecks, jene in der Seite des Quadrats angenom- 
men, sich gleich sind. Denn es sei (Fig.2.) LM mi das auf derkleinsten 
Dreiecks-Seite CA stehende Quadrat, und //ıwv ein auf derselben be- 
schriebenes, durch die Halbirungspuncte der andern Seiten CB und BA 


bestimmtes Rechteck: so ist 





Cv:vV = CI:lL, 
Bv:vw = Bl:lm: 
also Cv.Bv:v/f.vw = (C/.Bl:lL.im. 


Da nun, der Voraussetzung gemäls, » und zw die Halbirungspuncte der 
Seiten CB und BA sind, so ist (Euklid’s Elem. II. 5.) 

C/.Bv>Ci.bl; 
mithin auch vV/ .vw>I!L.iIm = >(LM). 
Das grölste Rechteck auf der Seite 4C wird also durch die Halbirungs- 
puncte der beiden andern Seiten bestimmt. Dasselbe kann aber nur dann 
zugleich ein Quadrat sein, wenn die Grundlinie C4 und die Höhe ZP 
des Dreiecks sich gleich sind; wie leicht einzusehen ist. Übrigens ist es 
oleichgültig, welche Dreiecks-Seite zur Beschreibung des grölsten Recht- 
ecks gewählt wird, da jedes derselben so: grols ist, als: die halbe Fläche 
des Dreiecks. 
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25. 


Beweis des Lehrsatzes 12. im 9. Bande dieses Jounals, 
S. 102, und Bemerkungen zum 10. Aufsatze im 
11. Bande. 


(Von Herrn Jordann, Stud. math. zu Münster. ) 





y ebrsatz. Wenn zwei Hauptbogen 4BC und «be (Fig. 3.) von drei 
anderen Hauptbogen, die von einem Puncte P ausgehen, nemlich PA, 
PB und PC, in den Puncten A, B, C und «a, db, c geschnitten werden, 


so Ist immer: 


snBb « Bi 
sin Pb ‚sin AU = sin Pa 


SP pe EC HB. 


taugPb tang Pa tan Pc 


sn da sinCc 


‚sinDC 4 ‚snAB und 











sin Pc 











Beweis, Die beiden Hauptbogen ABC und abe mögen sich im 
Puncte Q schneiden. Nun finden hier, nach einem in dem Grundrils der 
analytischen Sphärik von Gudermann elementar bewiesenen Satze, fol- 
sende beiden Proportionen Statt: 

sn da sinCc sin 0 sinBb sinCc sin BO 
sn Pa suPfe sin CO und sinPb suPe — sin 0O* 
In Bezug auf den Hauptbogen 4BCQ gilt aber auch folgende sehr be- 








kannte Relation: 
sin AC.sinBQ = sin AQ.sin BC + sin AB ..sin CO; 
oder, wenn man durch sin CQ dividirt: 
; ‚snBO _snAQ . pp ‚ 
sin AU. co m 2 0E ‚sinBC+sin AB, 


er „. sinBO sind n . 
Hierin setze man für mCo und 5 die Werthe aus den beiden ersten 


Proportionen an die Stelle, und man hat: 


sin AC sinBb sin Cc — sinBC sinda sin Cc 


sin Pb’ snPc sio Pa’ suPc +sin AB. 











n ., sinCc RE 
Nun braucht man nur noch mit ——;- zu multipliciren, und man hat so- 


48 * 





368 25. Jordann, Beweis d. Lehrs.12. im 9. Bande u. Bemerk. z, 10. Aufs. 11. Bandes. 


gleich die erste herzuleitende Relation: 


sin Bb sin da sin Cc 
Gr: ‚sndC = apg: Be PB, ‚sin AB. 


Um auch die zweite Relation herzuleiten, setze man hierin (PB— Ps) 
für Bb, (P4—Pa) für 4a und (PC—Pe) für Ce an die Stelle, und 
man hat, wenn man zugleich die Zähler entwickelt: 


sinPB.cosPb—cosPB.sinPb . 
non uns... ‚sin AC 
sn Pb 
si PA. v x P PIERRE x PA. Si . Y j s ng Jr j 
in cos Pa— cos it ne lee cos PC nFe sim AB, 


sin Pa sinPc 


oder 














(2 — cos PB). sin 4C 


taug Pb 


_—_ f{sinPA4 n i sin PC h 
u (: p 608 PA) .‚sinBC+ re — c08 PC) ‚sin ZB. 


Es ist aber bekanntlich: 
cosPB.sin AC = cos PA.sinBC-+ cos PC.sin AB, 


Wenn man diese Gleichung zu der vorigen addirt, so erhält man sogleich 








auch die zweite Relation: 
nt sindC = un Fi sinBC+- sin PC ‚sindB. 


tangPb tangPa tang Pc 








Lehrsatz. Wenn drei von einem Puncte P ausgehende Bogen 
von Hauptkreisen von einem vierten in 4#, B, C geschnitten und in ihnen 
drei andere Puncte a, db, ce angenommen werden, so liegen diese ebenfalls 


in einem Hauptkreise, wenn ist: 


suBb 40 — da ‚sinBC+ 2, sin AB, oder 


sin Pb’ aa "y 








sin PB sin PA sin Pc 
nt ‚als AG ie hen 
tang Pb sin 4C tang Pa’ ‚sin 36 + taug Pc ' sin AB. 


Beweis. Angenommen, die Puncte e, 5, ce liegen unter dieser 
Voraussetzung nicht in einem Hauptkreise. Man verbinde @ und c durch 
einen Hauptbogen, der den Bogen PB im Puncte 5’ schneiden mag: dann 


ist, vermöge des vorhergehenden Lehrsatzes: 








hy. ‚sndC = u sinDBC+ nat, sinAB und 
sin Pb’ sın Pa sin P 


Si Si PA . S F 
uPb a Et sın [40.26 ia in En ie iD. 


lang 








t: ang Pu tang Pa 





f . 
1 
3 
& 
a 
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Nach der Annahme ist aber: 


sin BD uf ze sinda . sin BC  — weC ‘ sin AB und 





sin Pb’ nn sn Pa sinPe 

snPB . sin PA sin PC ’ 
en, Zr peter B k 
tang Pb sin AC tang Pa’ ‚sin BE - tang Pc win AEER 


Hiernach wäre also: 
sin BDb’ sinBb sin PB sin PB 





—... — 


nPV "ap tag Pb’ ” taugPb° 

Dals die zweite Gleichung etwas Ungereimtes enthält, sieht man sogleich, 
indem tang Pb = tang Pb’ sein mülste, oder Pb = Pb‘, welches nicht sein 
kann. Nicht so augenfällig ist es bei der ersten Gleichung. Man setze 
aber, da der Punct 5’, entweder oberhalb oder unterhalb von 5 liegt, 
Bb+bb' für Bb’ und P5bFbÖ’ für Pb’. Danu hat man; 

sin Bb.eosbb’+cosBb.sindbb’ _ siuBb 

situ Pb.cosbb’+ cosPb.sinbb’ sin Pb? 


oder auch: 
sin Bb.cosbb’+cosBb sindb’ __ sinPb.cosb’T cos Pb.sinbb’ 


sin Bb sin Pb 





| 








d. i. tcotBb= FcotPb; welches nur dann Statt finden kann, wenn die 
Hauptbogen Bb und Pb sich zu einem Halbkreise ergänzen, d.h. wenn B 
der Gegenpunct von P ist. Ist dieses aber der Fall, so kann der Haupt- 
bogen ABC nicht von den drei von P ausgehenden Hauptbogen PA, PB, 
PC in drei Puncten 4, B, € geschnitten werden; welches gleichwohl eine 
nothwendige Bedingung in dem aufgestellten Lehrsatze ist. Daher müssen, 
sobald die eine oder die andere von den oben bewiesenen Relationen Statt 
findet, die Puncte a, db, c in einem Hauptbogen liegen. 


Die beiden hergeleiteten Relationen 


sin Bb sin La sin c 
ir ‚sin dl = sinBC+ - = p, sinAB und 











sin PB . sin PA sin PC 2 
ang P5 Sin 46 — ns Pa' ‚sinBC+ rn File AB 





drücken eigentlich eins und dasselbe aus, welches nicht nur dadurch ein- 
leuchtet, dafs man die eine aus der andern herleiten kann, sondern auch 
dadurch, dafs in zwei besonderen Fällen beide Relationen in eine und 
dieselbe übergehen. Nimmt man nämlich an, dals der Punct ? der sphä- 
rische Mittelpunet des Hauptbogens 4BC sei, so verwandeln sich beide 
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Relationen in folgende: 
tang Bb.sin AC = tang A a.sin BC -+Htang O.c.sin AB. 


Giebt man dem Puncte P aber eine solche Lage, dals er der sphärische 
Mittelpunet des Hauptkreises abe ist, so gehen ‚beide Relationen in die 


folgende über: 
sin Bb.sin /C = sin fa .sin BCH sin Ce. 4B. 


Dieser besondere Fall ist für die analytische ‚Sphärik von Wichtigkeit, in- 
dem diese Relation nichts anderes ist, als .die Gleichung einer sphärisch 
geraden Linie, die durch zwei gegebene Puncte geht. 


Herr Gerwien, Pr.-Lieutenant im Königl. Preufs. 22. Inf.- Reg., 
liefert in einer Abhandlung im 11. Bande dieses Journals, Seite 130, den 
Beweis eines anderen, von meinem Lehrer, dem Herrn Prof. Dr. Guder- 
mann, aufgegebenen Lehrsatzes, und zwar des reciproken von dem 
Satze, den ich oben bewiesen habe, giebt aber den Beweis dieses 
lehrsatzes nicht, sondern stellt statt dessen den letztgenannten beson- 
deren Fall als Lehrsatz auf. Aufserdem giebt der Herr Verfasser in die- 
sem Aufsatze noch ein Paar andere Lehrsätze, von denen hier beim Be- 
weise des obigen Liehrsatzes Gebrauch gemacht worden ist. Dieselben 
sind aber nicht neu, sondern bekannt. Der vierte Lehrsatz ist nichts an- 
deres, als die goniometrische Formel: 

sin (a +ß).sn (Ö+Y) = sinu.siny+ sin B.sn (a + ß + Y). 

Den beweis dieser Formel, so wie auch des siebenten, von Herru 
Gerwien aufgestellten Lehrsatzes, findet man in einem Lehrbuche 
der Sphärik, betitelt: „Die Sphärik oder Geometrie der Kugelfläche, 
in drei Theilen, von Karl Friedrich Schulz, Dr. der Philosophie 
und Conreetor am Gymnasium zu Cottbus. Leipzig, bei Karl Cno- 
bloch. 1828.” 

Es kann übrigens der Beweis des vom Herrn Gudermann auf- 
gegebenen 13. Lehrsatzes nach meiner Meinung auch auf eine ähnliche 
Weise geführt werden, wie der Beweis des obigen Lehrsatzes; und zwar 


auf folsende Weise. 


oO 


Lehrsatz. Wenn aus drei Punceten 4, B, C eines Hauptkreises 
(Fig. 4.) drei Hauptbogen AP, BP und CP nach einem Puncte I’ gezo- 
sen werden, und man aus denselben drei Puncten 4, B, C noch drei an- 








25. Jordann, Beweis.d. Lehrs. 12. im 9. Bande u. Bemerk. z. 10. Aufs. 11. Bandes. 371 


dere Hauptbogen nach einem zweiten Puncte () zieht, so: ist immer: 














sinPCO _.. ‚__ snP40 snPCO ._ 

moBx Sin APC = in OAX' ‚sinBPC+ in OCK ‚Sin APB und 
sin PBX ., WERK , ‘ sin POX 
ang OBX ‚sinAPC = ang 04x Sin BPC+ ns 0CK in APB. 


Beweis. Man verbinde die Puncte Pund Q durch einen Hauptbogen. 
In dem oben angeführten Grundrils der analytischen Sphärik wird be- 
wiesen, dals, wenn man die Winkel eines sphärischen Dreiecks durch drei 
Scheitellinien theilt, die sich in einem Puncte schneiden, dafs dann das 
Product der Verhältnisse zwischen den Sinussen der einzelnen Theile der 
Winkel immer =1T ist. Wenn man diesen Satz auf unsere Figur anwen- 
det, so hat man hier folgende zwei Proportionen: 


sin PAO sin ACO sin CPO 

sin DAX" sin PCO "sin APO wi: 
sinPBO snmBCO sinCPO f 
sn OBX " sin PCO * sinBPO : 


Diese beidem Proportionen sind aber gleichbedeutend mit den beiden fol- 


und 








genden: 
sın PAQ , sa PCO __ sin A4PO 


sinOAX" sn ACO sinCPO 
sin PBO, sin PCO __ sinBPQ 
sinQOBX" su4C0CQO "  siuCPO*" 


und 








Nun ist auch: 
sin APC.sinBPQ = sin APB .sin CPO + sinBPC sin PQ, 


oder, wenn man durch sin CPQ dividirt, 





i ‚ snDPO RP i aa: AO 
sın APEC., sin CPO —z 5Sın APB sin BPC . sin 0OPO . 
x l B Od 1 PO . r “ E 
en sin 4F0 die Werthe aus den beiden obi- 


Hierin setze man fur sinoPO und sin CPO 
gen Proportionen an’ die Stelle, und man hat: 


a i a ne ‚sin PCO 
sin APC. in OBX " sin 4CQ 


Wenn man nun mit erh, multiplieirt, und zugleich sin ICX für sin ZCQ 
sin ACO “ 


an die Stelle setzt, so erhält man sogleich die erste zu beweisende Re- 


Fe" a yp sin P4Q , sin PCO 
— sin APB-+ sin BPC, in 04X" In d00° 











lation: is PCO 
sin PBO sin PAO sin . > 
mon Are ax POT oc A 
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Um auch die zweite Relation hieraus herzuleiten, setze man (PBX— OBX) 
für PBQ, (PAX—0Q4AX) für PAQ und endlich (PCX— QCX) für PCO 
an die Stelle, so erhält man durch Entwickelung des Ausdrucks: 
sin PBX n dh 
(00x — os PBX). sin APC 
sin PCX 


sinPAX } 
— (—- 0x 608 PAX) .‚snDBPC+ (0x 


Es ist aber bekanntlich: 
cosPBX .sin APC = cos PAX.sin BPC+ cosPCX ‚sin APB, 








— C08 PCX) ‚sin APR. 





Wenn man diese Gleichung zu der vorigen addirt, so hat man: 


snPBX . soPAX . 
ianz OBX"' sin APC = ‚sinBPC 4 


sin PCX 


tanz OCX ® sin APD. 








ang OAX 








ı° 
4% 


+ 
 — — — 
rn er TR it P 
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26. 
Aufgaben und Lehrsätze, 


erstere aufzulösen, letztere zu beweisen. 
( Vom Herrn Prof. Dr. Steiner zu Berlin. ) 





1. Sind beliebige z Ebenen 4, B, C, D,.... gegeben (z.B. die Ebenen, 
in welchen die Seitenflächen irgend eines Polyäders liegen), und legt man 
durch irgend einen festen Punct X eine willkübrliche Ebene ?, nennt die 
Winkel, welche diese mit ihnen bildet, beziehlich «, ß, Y, 3, ...., und 
multiplieirt die Cosinus dieser Winkel beziehlich mit beliebigen gegebenen 
Grölsen a, b, c, d,....: so wird die Summe dieser Producte irgend einen 
bestimmten Werth 5 haben, so dals 
acos@+bcosß+cecosy+dceosöt.... = SS 
ist. Soll nun die Ebene P um den festen Punct X sich so bewegen, dals 
(wenn auch die Winkel «, ß, Y,.... sich ändern) die Summe $ constant 
bleibt, so berührt sie stets irgend einen geraden Kegel Ä (zweiten Gra- 
des), dessen Axe ( fest ist, d. h., die unzähligen Kegel X, welche auf 
diese Weise entstehen, wenn man die beschreibende Ebene in immer an- 
derer ursprünglichen Lage annimmt, wo zugleich der Werth S sich ändert, 
haben eine gemeinschaftliche Axe 0. Die Grenzen der Kegelschaar sind 
einerseits die Axe (, wo der Erzeugungswinkel des Kegels = 0 ist, und 
andererseits diejenige Ebene AR, welche im Puncte X auf der Axe E senk- 
recht steht, und wo der Erzeugungswinkel = #7 ist. In diesen Grenzen 
erreicht der Werth 5 sein Minimum und Maximum. (Die Ebene R ist dem- 
nach einzig in ihrer Art, indem ihr allein ein bestimmter Werth S, ent- 
spricht; andererseits entspricht allen Ebenen, welche durch die Axe 9 ge- 
hen, gemeinschaftlich ein eigenthümlicher Werth $,, und diese zwei Werthe 
sind also unter allen der kleinste und grölste, oder die Grenzen von %,) 
Nimmt man statt X irgend einen andern festen Punct Ä, an, so 

sind natürlicherweise die neuen Grenzen Q und AR den vorigen parallel, 


d. . (,#L und R#R. 


2. Weon in der Ebene irgend ein Netz von geradlinigen convexen 
Vielecken gegeben ist, dessen Grenze selbst ein convexes Vieleck ist, so 
soll gezeigt werden, ob allemal ein analoges Netz möglich sei, welches in 
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der Zahl, Gattung und Zusammenfügung der Vielecke mit jenem überein- 
stimmt, aber die Eigenschaft hat, dals sich um jedes Vieleck insbesondere 
ein Kreis beschreiben lälst. 


3. Es seien ZB (Fig. 5.) die grofse Axe, C, D die Brennpuncte 
und M der Mittelpunct einer Ellipse. Wird die Axe durch irgend einen 
Punct X, der zwischen den Brennpuncten liegt, in zwei Abschnitte 4X, 
BX getheilt, und beschreibt man mit denselben, beziehlich um die Brenn- 
puncte €, D, Kreise, so schneiden sich diese bekanntlich in zwei Puncten 
a, b der Ellipse; und beschreibt man umgekehrt mit X, BX, beziehlich 
aus D, C, Kreise, so schneiden sich auch diese in zwei Puncten «, ß, die 
in der Ellipse liegen, und es sind sowohl @ und «, als 5 und ß Endpuncte 
eines Durchmessers derselben; und zwar sind die Durchmesser aa, 5ß ein- 
ander gleich und bilden mit der Axe AB gleiche Winkel. Gleicherweise 
entsprechen jedem anderen Puncte F der Axe, der zwischen C und D 
liegt, in der Ellipse vier bestimmte Puncte a,, d5,, &,, ßı, oder zwei einan- 
der gleiche, und gegen die Axe AB gleich geneigte Durchmesser a, a,, bu ßı» 
Verlangt man nun zu wissen, welche Lage zwei Puncte X, Y in der Axe 
haben müssen, damit die ihnen entsprechenden Durchmesser einander ge- 
genseitig zugeordnet sind, d. h. damit sowohl aa und a,«,, als 5 und 
5,2, conjugirte Durchmesser der Ellipse sind: so wird man finden, dafs sie 
nach einem bestimmten Gesetze von einander abhängig sind; welches durch 
folgende Construction übersichtlich und klar sich darstellt. Über dem hal- 
ben Abstande der Brennpuncte von einander, z. B. über MD, beschreibe 
man einen Halbkreis MED, nehme in demselben einen beliebigen Punct 
E, ziehe die Sehnen ME, DE, und trage diese vom Mittelpuncte M aus, 
auf entgegengesetzten Seiten, auf der Axe ab, z.B ME= MX, und 
DE= MY: so werden die Puncte X, 7 allemal der verlangten Bedingung 
genügen. (Ist der Punct E die Mitte des Halbkreises, so fallen die zwei 
Paare conjugirte Durchmesser in eines zusammen, und diese sind alsdann 
die gleichen conjugirten Durchmesser. Ähnliches findet Statt, wenn der 
Punct FE in einem Endpuncte M oder D des Halbkreises angenommen wird, 
in welchem Falle ihm die Axen der Ellipse entsprechen.) 

Wie lautet der analoge Satz für die Hyperbel? 


4. Man denke sich eine beliebige Hyperbel; € und D seien ihre 
Brennpuncte, 4 ein Scheitel ihrer Hauptaxe und MH ihr Mittelpunet. Nimmt 
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man in der Hyperbet irgend einen Punet E an, z. B. in dem Zweige, 
welcher den Brenppunet € umsechliefst, zieht die Leitstrahlen CE, DE, 
trägt auf jedem, von E aus, die halbe Axe MA ab, jedoch beim ersten 
CE, auf dessen Verlängerung über E hinaus: so liegen die Endpuncte F, G 
'der abgetragenen Streeken (EF = EG = MA) allemal in demjenigen 
Durchmesser der Hyperbel, welcher dem Durchmesser ME zugeordnet ist. 
Oder: Bewegt sich ein gleichschenkliges Dreieck FEG, dessen Schenkel 
FE, GE der Gröfse nach constant sind, so, dals seine drei Seiten FE, FG, 
GE, oder deren Verlängerungen, stets beziehlich durch drei feste Puncte 
C, M, D einer Geraden gehen, von denen der eine M, um welchen die 
Grundlinie FG sich dreht, in der Mitte zwischen den zwei andern C, D 
liegt: so beschreibt seine Spitze E eine Hyperbel, welche M zum Mittel- 
punct und C', D zu Brennpuncten hat, und deren halbe Hauptaxe (M 4) 
den constanten Schenkeln des Dreiecks gleich ist, und von welcher end- 
lich der Strahl ME und die Grundlinie MGF' stets ein Paar conjugirte 
Durchmesser sind. 

Wie lautet der analoge Satz für die Ellipse ? 

Auch bei den sphärischen Kegelschnitten findet ein analoger Satz 
Statt, der nur in Hinsicht der conjugirten Durchmesser (ME, MGF) von 
den Sätzen in der Ebene abweicht. 


5. Zwei Seiten @c, bc eines beliebigen gegebenen Dreiecks «cd 
beziehlich dureh zwei Puncte x, y so zu theilen, dafs ax :cy=ac:be 
(wo dann immer auch ex:5y =ae:be und also der untere Abschnitt 
der einen Seite sich zum oberen der andern verhält, wie jene Seite zu 
dieser), und dafs zugleich die Gerade xy, welche die Theilungspuncte 
verbindet, ein Minimum sei. (Diese Aufgabe ist geometrisch zu lösen.) 


6. „Sind von zwei beliebigen geradlinigen ebenen Viel- 
ecken, einem N Eck und einem N, Eck, die Grundlinien «, «a, 
nebst der Summe ihrer Umfänge, Y+TD, gegeben, so ist die 
Summe ihrer Flächeninhalte, F+-F,, dann am grölsten, wenn 
1) jedes Vieleek einem Kreise eingeschrieben ist; wenn 2) die 
unbestimmten Seiten in jedem, für sieh betrachtet, einander 
gleich sind, so dafs also diese Seiten in jedem Vieleck von 
einem Kreise beruhrt werden können; und wenn endlich 
3) diese, zum Theil eingesehriebenen zwei Kreise einander 
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gleich sind.” Und umgekehrt; „Sind die Grundlinien e, a, nebst 
der Summe der Inhalte F+F, gegeben, so ist die Summe 
der Umfänge Y+TD, ein Minimum, wenn die Vielecke den 
nämlichen drei genannten Bedingungen genügen.” 

Dieser allgemeine Satz findet nätürlicherweise auch für den Fall 
Statt, wo die zwei Vielecke von gleicher Gattung sind, d.h., wo die Sei- 
tenzahl V = M, ist. 

Wird insbesondere V\= N, = 3 angenommen, so entspricht der 
Satz derjenigen Aufgabe (4.), welche ich im XIV. Bd. S.89 dieses Jour- 
nals vorlegte, von der aber bis jetzt, wie es scheint, noch keine befrie- 
digende Lösung eingegangen ist. 

Der vorstehende Satz hat, unter andern, auch die zwei nachstehen- 
den Sätze zur Folge, 

7. „Sind die geraden Grundlinien 2, e,, nebst der Sum- 
me der Umfänge (Ü-+ZD,) zweier beliebigen Figuren A, A, (de- 
ren Begrenzung nämlich, aufser jenen Grundlinien, ganz beliebig, gerad- 
krumm- oder gemischtlinig sein darf) gegeben, so ist die Summe 
ihrer Flächeninhalte (F+F,) dann am grölsten, ‘wenn beide 
Figuren Segmente gleicher Kreise sind.” Und umgekehrt: „Sind 
die Grundlinien ao, e, nebst der Summe der Flächeninbalte 
gegeben, so ist unter der nemlichen Bedingung die Summe 
der Umfänge beider Figuren ein Minimum.” 

8. I. „Sind die Grundlinien @,, %, Q3, .... und die Sum- 
me der Umfänge /, +7, +Z2;-+.... beliebig vieler ebener ge- 
radliniger Vieleke \,, N, , N33.... gegeben, so ist die Summe 
ihrer Flächeninhalte A + F,-+F,+.... ein Maximum, wenn 
1) jedes Vieleck einemKreise eingeschrieben ist; wenn 2) die 
unbestimmten Seiten eines jeden unter sich gleich sind, und 
somit (vermögel.) von einemKreise berührt werden; und wenn 
3) alle diese, zum Theil eingeschriebenen Kreise einander 
gleich sind.” Und umgekehrt: „Wenn die Grundlinien der Viel- 
ecke nebst der Summe ihrer Inhalte gegeben sind, so ist, 
unter den pämlichen drei Bedingungen, die Summe ihrer 


Umfänge ein Minimum.” 
ll. „Sind die geradlinigen Grundlinien @, %, Gy... 
und die Summe der Umfänge U, +, +DÜ;,-+.... beliebiger Fi- 
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guren A, Ar, As, +... gegeben, so ist die Summe ihrer In- 
halte ein Maximum, wenn sie sämmtlich Segmente glei«- 
cher Kreise sind.” Sind die Grundlinien und die Summe 
der Flächeninhalte gegeben, so ist, unter derselben Bedin- 
gung, die Summe der Umfänge ein Minimum.” 


Anmerkung. Die Schwierigkeiten, welche die Sätze über Ma- 
ximum und Minimum bei geometrischen Gegenständen häufig darbieten, 
und die nicht selten der Art sind, dafs sie den gewöhnlichen allgemeinen 
Regeln Trotz bieten, reitzten mich zu dem Versuche, solche Sätze rein 
geometrisch zu behandeln, um auf diesem Wege ihren eigentlichen Grund 
zu erforschen. Meine Bemühungen wurden bei vielen Sätzen mit dem 
besten Erfolge belohnt; und blieben sie auch in Rücksicht anderer Sätze 
vor der Hand noch fruchtlos, so bin ich doch der Meinung, dafs es in 
den meisten Fällen gelivgen werde, ein günstiges Resultat zu erhalten; 
womit dann zugleich der Vortheil verbunden sein wird, dafs das wahre 
Wesen der Sätze mehr aufgeklärt, d. h. ihr Ursprung, oder die nothwen- 
dige Bedingung ihrer Existenz nachgewiesen wird, welches Alles bei der 
andern Methode weder gefordert, noch in derselben Einfachheit erlangt 
werden kann. Freilich wird die letztere Methode jeden aufgestellten Satz 
sofort auch leicht beweisen, sobald man nümlich sieht, worauf es eigent- 
lich ankommt; welche Grölsen in Rechnung zu bringen sind, u. s. w.: 
aber dieses ist unstreitig weniger wichtig, als jenes, nämlich den Satz aus 
seinen primitiven Gründen auf die einfachste Art herzuleiten, und dadurch 
seinen natürlichen Zusammenhang mit andern Sätzen, oder die Abhän- 
gigkeit der Sätze von einander, nachzuweisen. Zu dem giebt es viele Sätze, 
die ausschlielslich nur durch geometrische Betrachtungen, und als Folgen 
einer stufenweisen Entwickelung, sich mit gehöriger Eleganz beweisen 
lassen. So z. B. ergab es sich, dafs die vorstehenden Sätze (6., 7. und 
8.) im Grunde nur auf dem einfachen Elementarsatze beruhen: „Dafs 
unter den Sehnen eines Kreises, der Durchmesser die grölste 
sei,” wiewohl sie beim ersten Anblick viel schwieriger zu sein scheinen, 
und besonders, als Aufgaben gestellt, noch eher zu verwickelten Rechnun- 
gen Anlafs geben könnten, aus denen die einfache Bedingung, welche die 
Sätze enthalten, schwer zu erkennen sein dürfte, Jetzt mögen sie leich- 
ter zu beweisen sein, 

Da meine Untersuchungen über die oben genannten Gegenstände 
sich zu sehr ausdehnten, und mich theilweise auf Hindernisse führten, de- 
ren Überwindung mir noch nicht gelungen ist: so habe ich mich entschlos- 
sen, vorerst nur einen Abschnitt, welcher insbesondere das „Isoperime- 
trische” (in der Ebene, auf der Kugelfläche und im Raume) enthalten wird, 
auszuarbeiten und demnächst in einer kleinen Schrift bekannt zu machen. 
Die genannten Sätze sind dem Inhalte dieser Schrift entnommen, wo sie 
auf die angedeutete Art bewiesen werden. Gleicherweise werden in der- 
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selben, durch eben so elementare, als der Natur des Gegenstandes ange- 
messene, geometrische Betrachtungen mehrere andere interressante Sätze 
bewiesen werden, welche jeder andern Betrachtungsweise, wie es wenigstens 
nach den bisherigen Leistungen den Anschein hat, weniger leicht zugäng- 
lich sein möchten. Dahin rechne ich, — aufser den obigen Sätzen und 
denen, welche den Aufgaben im vorhergehenden Bande dieses Journals 
(B. XIV. S. 88 Aufg. 2 0.0.03 3. Q.C,0e;5 ©, A entsprechen — nament- 
lich die Sätze über regelmälsige sphärische Figuren, indem bis jetzt, so 
viel mir bekannt, noch auf keine Weise die Frage erledigt ist, ob bei die- 
sen Figuren, wenn sie gleichen Umfang haben, diejenige, welche mehr 
Seiten hat, auch grölseren Inhalt habe, wie solches bei den regelmälsigen 
Figuren in der Ebene der Fall ist; ja nicht einmal für das sphärische 
Dreieck und Viereck ist diese Frage entschieden. In der genannten Schrift 
wird die Frage allgemein, und ich darf wohl sagen, auf die einfachste 
Art beantwortet, was ohne Zweifel auch jeder Unparteiische zugestehn 
wird. Übrigens sind die in Rede stehenden sphärischen Sätze, nebst den 
neuen Beweisen der analogen Sätze in der Ebene, der Gegenstand einer, 
am 7. Dec. v. J. in der Königl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin 


gehaltenen Vorlesung, 








Druckfehler im 1l4ten Bande. 


Pag. 279 in secundo mille ante colamnam loco 64 ponendum 67; apud numeros 633, 1478 
loco 7,4 legendum 6, 9. 


In diesem Bande. 


Seite 313 Zeile 9 v. u. und Seite 315 Zeile5 v. o. lies gedreht statt gedacht. 
— 315 — 12 vu lies Kräfte-Paare statt Kräfte-Achsen. 


— 316 — 8 vr. u. liee Ebenen statt Ebene, 
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